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1  Vlastnosti proces ů rození, imigrace a umírání 
 

Všeobecn ě je známo, že celá řada sociálních odv ětví 
– jako je školství, zdravotnictví, pojiš ťovnictví a 
další  - je založena na demografických studiích  
obyvatelstva. P ři analýzách takových studií se 
pracuje s modely, které p řihlížejí ke t řem základním 
proces ům a to: rození, umírání a imigrace, p řičemž 
intenzita každého z t ěchto proces ů je obecn ě funkcí 
času t a tedy intenzity t ěchto t ří proces ů mohou být 
označeny:  λ(t) pro proces rození, ν(t) pro proces 
imigrace a µ(t) pro proces umírání a obecn ě jsou 
positivní a spojité funkce v intervalu T = (0; +∞). 
 
Nicmén ě v praxi se setkáváme s celou řadou 
technických proces ů, jejichž analýza se zdá na prvý 
pohled složitá, ale lze si ji usnadnit aplikací mod elů 
výše uvedeného typu. První ukázka aplikace bude 
z oblasti sušárenství a bude zam ěřena na analýzu 
procesu sušení zrní na vibrofluidním žlabu (viz 
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kapitola 2) . Druhá ukázka bude z oblasti fyzikální 
metalurgie a bude se týkat analýzy procesu nukleace  
a růstu grafitu u temperovaných litin (viz kapitola 3) ; 
řešení tohoto problému bylo mnohem náro čnější a 
složit ější než řešení problému sušárenského, 
pon ěvadž v tomto p řípadě musela být 
experimentální data získávána z m ěření v rovinách 
metalografických výbrus ů a parametry prostorové 
struktury musely být odhadovány pomocí 
stereologických závislostí. 
 
Cílem každého experimentu je objevit a popsat 
chování probíhajících proces ů, zvlášt ě v případě, 
probíhá-li sou časně několik - dokonce se vzájemn ě 
ovliv ňujících – proces ů. Na druhé stran ě máme 
možnost získat v každém časovém okamžiku t 
z intervalu T = (0; ∞∞∞∞) hodnotu, které nabyla 
celo číselná náhodná veli čina ξ(t), tedy po čtu jedinc ů 
v čase t a pomocí nich získat odhad prvních t ří 
moment ů   
 

  ααααi(t) = E[ξi (t)]    pro    i ´1, 2, 3 
 

 studovaného nehomogenního procesu zatím 
nespecifikovaného typu procesu rození-imigrace-
umírání. 
 
V článcích [7] a [8] jsou odvozeny následující nutné 
podmínky pro jednotlivé procesy typu rození, 
imigrace a umírání platné pro každé t  z intervalu T: 
 
    a)  v každém procesu rození-umírání platí: 
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b)   v každém procesu rození platí: 
 

( ) ( )[ ]
( ) 1

12

2

11 =
−

t

tt

α
αα

 

            a 

( ) ( )
( ) ( )[ ] ( )[ ] ;3

1121

13 =
−+

−
ttt

tt
ααα

αα
 

 
c) v každém procesu umírání platí: 

 

A(t) > 1  a  B(t) < 3, 
         kde 
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d) v každém procesu rození-imigrace umírání 
platí:  

A(t) <1  a  B(t) > 3, 
          
         kde funkce A(t) a B(t) mají tvar uvedený v bod ě 
         c);  
     

e) v každém procesu imigrace umírání platí: 
 

A(t) = 1  a  B(t) = 3, 
          
         kde funkce A(t) a B(t) mají tvar uvedený v bod ě 
         c);  
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Připome ňme si trochu historie z oblasti proces ů 
rození, imigrace a umírání. Jako první je nutno 
jmenovat práce N. Arleyho (viz [1] a [2]) a následu jící 
studii M.S.Bartletta [3], která se týká model ů 
s konstantními intenzitami rození (λ), imigrace (ν) a 
umírání (µ). Teprve D. G. Kendall [4] jako první nabízí 
tzv. zobecn ěný (genralized) model procesu rození, 
imigrace a umírání {λ(t); ν(t); µ(t)}, jehož anglický 
název „generalized“ byl pozd ěji celosv ětově změněn 
na „non-homogeneous“. 
 
Práce V. Horálka [5] až [9] dotvá řejí analýzu celé 
rodiny  homogenních i nehomogenních proces ů 
rození, imigrace, umírání a p řinášejí pro praxi 
nesmírn ě cennou informaci ve form ě tzv. nutných 
podmínek pro každý z typ ů procesu celé 
analyzované rodiny t ěchto proces ů. V praxi totiž celá 
řada technických proces ů probíhá sou časně 
s dalšími procesy, z nichž n ěkteré a každý z nich 
ovliv ňuje základní proces s jinou intenzitou. Tomu 
tak je p řevážně v hutnických procesech, kdy jejich 
ovládáním lze výrazn ě zvýšit vlastnosti materiálu na 
výstupu. 
 
Dále v textu budeme používat pro procesy rození, 
imigrace a umírání zkratky „procesy RIU“. 
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2 Aplikace nehomogenních proces ů RIU při 
     analýze sušení zrní     na vibrofluidním žlabu  
     (VFŽ) 
 

2.1  Diskuse d ějů probíhajících na VFŽ  
 

Jednou z progresivních technologií používanou p ři 
sušení zrní je sušení na vibrofluidním žlabu. Schém a 
takového za řízení viz obr.  1. 
 

 
Obr. 1  Schéma experimentálního za řízení (VFŽ) 

 

K popisu stochastických d ějů probíhajících na žlabu 
se používalo v ětšinou model ů založených na 
unášení proudu tekutiny a chápaných v ětšinou jako 
děje difusního charakteru.  Toto pojetí však ze svých  
úvah zcela vypouští heterogenitu toku materiálu 
unášeného na žlabu a to jak z hlediska hmotnosti 
částic (tok materiálu je chápán jako tok kapaliny) a  
tedy nerespektuje možné vlivy rychlosti p řivád ěného 
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plynného média na vyplavování leh čích částic na 
povrch vrstvy materiálu. D ůsledkem stávajícího 
vibra čního pohybu žlabu a p řivád ění vzduchu dnem 
žlabu nebude z řejmě homogenizace unášené vrstvy 
materiálu, ale naopak její segregace. Tato 
hmotnostní sm ěrová heterogenita materiálu v rovin ě 
kolmé na dno žlabu a jeho podélnou osu nebude asi 
stejná po celé délce žlabu, ale bude funkcí její 
vzdálenosti od za čátku žlabu a v každém p řípadě 
ovlivní vlastnosti rozd ělení doby pobytu částice 
(zrna) na žlabu.  
 
2.2 Příprava experimentu 
 

Označíme-li f(t) hustotu pravd ěpodobnosti doby t 
setrvání zrna na žlabu a F(t) příslušnou distribu ční 
funkci, potom intenzita umírání µ(t) v čase t  
(fyzikáln ě vzato doba setrvání zrna na žlabu rovná t) 
má tvar  
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Tím je úloha zjišt ění intenzity µ(t) převedena na 
úlohu stanovení vhodného tvaru hustoty 
pravd ěpodobnosti f(t) respektující fyzikální 
parametry procesu nastavené na VFŽ. 
 

Sondážní experiment byl postaven na t ěchto 
podmínkách: 

a) vstupní frekvence vibra čního pohybu fv = 23 Hz a 
mezivrstvová rychlost vzduchu p řivád ěného pod 
rošt VFŽ  ozna čovaná vL = 2,0 m.s-1 s následnou 
stabilizací transportního procesu; 



 7 

b) obarvená zrna v dávce byla p ředem jednotliv ě 
zvážena a dávka najednou vsypána na skluzový 
žlábek dávkovacího za řízení, aby byl zajišt ěn 
minimální časový rozdíl mezi prvním a 
posledním zrnem (teoreticky je uvažován stejný 
časový okamžik vsypu všech zrn dávky na VFŽ); 

c) vzorkovací interval δ musí být stejný a nesmí 
přesáhnout 50 s a hmotnost jednotlivých dávek 
obarvených zrn p řibližn ě stejná; 

d) při reprodukci pokusu musí být hmotnosti dávek 
obarvených zrn vkládaných na skluzový žlábek 
vždy stejné; 

e) experiment se vždy uzav ře následujícím dosti 
dlouhým chodem žlabu za stejných podmínek 
při neustálém dopl ňování zásobníku 
neobarvenými zrny; 

f) díl čí vzorky odebrané na konci žlabu musí být 
průběžně číslovány (k zajišt ění jejich časové 
posloupnosti, po skon čení experimentu musí 
být obsahy jednotlivých vzorkovnic zváženy, 
stanoven po čet a hmotnost zrn sledované barvy  
ve vzorku; 

g) po skon čení experimentu musí být žlab zcela 
vyprázdn ěn a stanovena celková hmotnost 
tohoto zbytku zrn, stejn ě jako hmotnost zrn 
sledované barvy tohoto zbytku na žlabu. 

 
2.3 Stanovení tvaru hustoty pravd ěpodobnosti f(t) a 

porovnání teoretických hodnot s empirickými 
 

Uvažována byla tato rozd ělení pravd ěpodobnosti : 
• Weibullovo t říparametrické rozd ělení;  
• gama rozd ělení;  
• logaritmicko-normální rozd ělení.  
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Nejlepší p řiléhavost byla zjišt ěna pro  
   • f(t) sledující logaritmicko-normální rozd ělení p ři 
      vzorkovacích intervalech δ = 5 s a 50 s.  
Pro tyto dv ě úrovn ě parametru δ  je na obr. 2a a 2b  
zakreslen pr ůběh teoretické distribu ční funkce F(t) a 
hodnoty empirické distribu ční funkce F*(t) a na obr. 
3a a 3b průběh teoretické intenzity umírání µ(t) a 
napozorované hodnoty empirické intenzity µ*(t). 
 

a) δ = 5 s 

 
 

b) δ = 50 s 

 
 

Obr. 2  Teoretická distribu ční funkce F(t) a empirická 
distribu ční funkce F*(t) rozdělení doby pobytu zrna  

žlabu p ři vzorkovacím intervalu:   
a) δ = 5 s; b) δ = 50 s  
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a) δ = 5 s 
 

 
 

b) δ = 50 s 

 
 

 
Obr. 3  Průběh teoretické intenzity umírání µ(t) a 
napozorované hodnoty empirické intenzity µ*(t). 

při vzorkovacím intervalu:   
a) δ = 5 s; b) δ = 50 s  
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2.4 Shrnutí nových poznatk ů z realizace  a 
        analýzy experimentu  
 
Závěry mohou být shrnuty do t ěchto bod ů:  

a)  experiment musí spl ňovat fyzikální p ředpoklady 
kladené na procesy; 

b) rozd ělení f(t) doby pobytu zrna na žlabu lze 
velmi dob ře aproximovat logaritmicko-
normálním rozd ělením, jehož parametry lze 
odhadnout, a to jak pro p řípad úplného, tak 
cenzorovaného výb ěru, je-li experiment ukon čen 
dříve než VFŽ opustí všechna obarvená zrna; 

c) vzorkovací interval δ  siln ě ovliv ňuje parametry 
hustoty pravd ěpodobnosti f(t), a měl by být p ři 
experimentu volen  vždy co nejkratší; 

d) transportní proces z hlediska rychlosti proudu 
zrn žlabem není stacionární; 

e) byla prokázána stacionarita dávkovacího 
zařízení; 

f) byla prokázána závislost doby pobytu zrna na 
žlabu na jeho hmotnosti; 

g) průchod zrna žlabem byl popsán 
nehomogenním procesem umírání, který je 
markovským procesem se spojitým časem a 
rozpojitými stavy; tento model není závislý na 
předpokladech o konstantní rychlosti pr ůchodu, 
pístovém toku, homogenit ě unášeného 
materiálu, konstantní intenzit ě mísení materiálu 
(difusi) apod., které se v dosavadních modelech 
objevují, ale p ředložený model respektuje pouze 
zjišt ěné chování zrna na žlabu za daných 
podmínek režimu chodu VFŽ; 
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h) transport zrní vibrofluidním žlabem nep řispívá 
k homogenizaci toku zrn, ale naopak k segregaci 
zrn vzhledem k hmotnosti zrna; 

i) k odstran ění segregace bylo doporu čeno 
vybavit stávající VFŽ  (zvlášt ě v jeho druhé 
polovin ě) zařízením, které by p řevádělo stávající 
směrovou heterogenitu na náhodnou 
heterogenitu toku zrn unášeného žlabem. 

 
 
 

3  Aplikace nehomogenních proces ů rození, 
    imigrace a umírání p ři studiu nuklea ční 
    schopnosti grafitu u temperovaných litin  
 
 

3.1 Fyzikální interpretace proces ů rození, imigrace a 
umírání  

 

V šedesátých letech minulého století nacházela 
temperovaná litina stále v ětší uplatn ění. Při studiu 
použitelnosti tohoto materiálu byla zcela mimo řádná 
pozornost v ěnována strukturním zm ěnám p ři žíhání, 
které ur čují vlastnosti vyžíhaných výrobk ů. Ke 
skupin ě dosud nejasných otázek v poznání 
strukturních p řeměn pat řily vztahy mezi rychlostí 1. 
stupn ě grafitizace a rychlostmi nukleace a r ůstu  
částic grafitu. Řešení problému vyžadovalo analýzu 
obou zmín ěných proces ů. 
 

Abychom p ři konstrukci dynamického modelu 
nukleace grafitu vycházeli z co nejobecn ějších 
podmínek, p ředpokládali jsme, že 
 



 12 

♥♥♥♥ vznik zárodku  je určen jedním, nebo dv ěma ději:   
        
   ♦♦♦♦první z nich má tu vlastnost, že jeho 
      intenzita λ(t) je funkcí prodlevy t a spolu 
      s dosaženým stavem, tj. po čtem existujících 
      zárodk ů v čase t, ovliv ňuje po čet dalších 
      vznikajících zárodk ů  (tzv. proces rození );  
 

    ♦♦♦♦druhý probíhající d ěj  nezávisí na dosaženém 
      počtu zárodk ů v čase t  a má intenzitu ν(t), jejíž 
      tvar je ur čen již podmínkami p řed prvním 
      stupn ěm grafitizace (tzv. proces imigrace);  
 

         POZNÁMKA  V podstat ě je   
         ♣♣♣♣  mechanismus procesu rození 
          interpretován pomocí dynamických poruch 
          krystalové  m řížky representovaných 
          kondensacemi vakancí a 
           ♣♣♣♣ mechanismus procesu imigrace  

interpretován pomocí     submikroskopických 
dutinek, které se vytvo řily v pr ůběhu tuhnutí a 
ochlazování litiny.  

 

♥♥♥♥ zánik zárodk ů: krom ě dvou výše uvedených d ějů, 
    ovliv ňujících vznik     zárodk ů probíhá sou časně 
    s intenzitou µ(t) i zánik zárodk ů (tzv. proces  
    umírání) , který se uskute čňuje rozpoušt ěním a 
    srůstáním stabilních zárodk ů, resp. částic grafitu. 
 
3.2 Důsledek sou časného pr ůběhu d ějů vzniku a 

 zániku zárodk ů 
 

V důsledku sou časného pr ůběhu obou 
protich ůdných d ějů – vzniku a zániku zárodk ů – 
obsahují provedená m ěření vždy jen rezultát obou 
těchto d ějů, tedy po čet existujících zárodk ů 
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v konkrétním čase t. Zpracování t ěchto dat a tedy 
umožňuje získat odhad  obecných moment ů αi(t), i = 
1, 2 a 3. Tyto obecné momenty rozd ělení  po čtu 
zárodk ů měřitelných v čase t v jednotce objemu 
materiálového vzorku , vystupují v tzv. nutných 
podmínkách pro jednotlivé procesy typu rození, 
imigrace a umírání; tyto podmínky musí být spln ěny  
pro každé t z intervalu T = (0;+∞∞∞∞) a jejich analytické 
tvary jsou specifikovány v kapitole 1. 
 
3.3  Stru čný popis experiment ů a jejich analýz 
 

Vlastní analýza procesu nukleace grafitu byla 
uskute čněna celkem na devíti souborech 
pocházejících ze t ří taveb, p řičemž byla sledována 
při třech různých teplotách. Pro každou z t ěchto 
teplot byly získány časové pr ůběhy procesu 
nukleace pro r ůzné časové prodlevy t. 
 

Chemické složení pokusných t ří taveb (A-3, B-1, A-5) 
je shrnuto v tabulce 1. P říslušné k řivky nukleace 
grafitu jsou zachyceny na obr. 4a, 4b a 4c. 
 

Tabulka 1 – Chemické složení pokusných taveb 
 

Označení 
tavby 

C 
% 

Si 
% 

Mn○ 
% 

P 
% 

S 
% 

Cr 
% 

Al  
% 

A-3 2,40 0,60 0,47 0,100 0,148 0,035 0,030 

B-1 2,63 1,07 0,52 0,088 0,155 0,080 0,017 

A-5 2,34 1,55 0,48 0,088 0,154 0,048 0,022 
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a) Tavba A-3 

 
 

b)  Tavba B-1 
 

 
 

c)  Tavba A-5 
 

 
 

Obr. 4 – K řivky nukleace grafitu pro: 
a) tavbu A-3; b) tavbu B-1 a c) tavbu A-5 
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Do závěrečných úvah byly zahrnuty všechny možné 
typy proces ů { λ(t), ν(t), µ(t)} , které s ohledem na 
mechanismus procesu nukleace by mohly p řicházet 
v úvahu p ři jeho popisu. Jak bylo uvedeno, 
analytické tvary t ěchto nutných podmínek pro každý 
z nehomogenních proces ů jsou specifikovány 
v kapitole 1 tohoto p říspěvku. Z porovnání 
vyplynulo, že 

 

a) pro nespln ění kritérií je třeba z úvah vylou čit 
      následující procesy: 

• samostatný proces umírání, 
• samostatný proces rození, 
• proces rození-umírání, 
• proces imigrace-umírání; 

b) naopak jsou spln ěna kritéria:  A(t) < 1  a  B(t) > 3 
     charakterizující nehomogenní proces rození-
     imigrace-rození. 
 

 

Připome ňme, že vlastní analýza procesu nukleace 
grafitu byla uskute čněna celkem na devíti souborech 
pocházejících ze t ří taveb, p řičemž byla sledována 
na třech různých úrovních teplot. Pro každou 
z těchto teplot byly získány časové pr ůběhy procesu 
nukleace pro r ůzné časové prodlevy t (viz obr. 4). 
 

V rovinách metalografických  výbrus ů materiálových 
vzork ů byla provedena pot řebná měření a získané 
výsledky zpracovány a použity ve stereologických 
vztazích pro odhady  parametr ů prostorové 
struktury. Výsledky a záv ěry jsou shrnuty v praci [9], 
která obsahuje p ředevším teoretické modely, a 
v práci  [10], která si všímá p ředevším fyzikální 
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interpretace d ějů podílejících se na procesu 
nukleace grafitu. 
 

 Práce [10] byla p řednesena na 30. mezinárodním 
slévárenském symposiu. O velkém zájmu o tuto 
problematiku sv ědčila skute čnost, že práce byla 
v rozší řené form ě vyžádána a p řednesena na Mez. 
slévárenském symposium ASTM v Kanad ě [11]. 
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