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Monitorovani a rizeni procesu s
vice proménnymi

Obvykle se uvazuje pouze jeden znak jakosti (promenna,
nahodna veliCina) na vystupu procesu, ktera se
monitoruje (sleduje) a ridi pomoci statistickych
regulacnich diagramu. Casto se vSak setkavame s
procesy, kde na vystupu je neékolik znaku jakosti
(proménnych). V tomto pripade je mozné aplikovat na
kazdou z nich samostatny regulacni diagram, coz je
vSak zbyte€né a nékdy dokonce muze vést k chybnym
zaverum. Proto jsou aplikovany metody, ktere berou v
uvahu vsechny promenne spolecne. Budeme se zabyvat
regulacnimi diagramy, ktere mohou byt povazovany za
rozsifeni regulacnich diagramu pro jednu promeénnou.
Takovymi regulacnimi diagramy jsou Hotellingovy T2
regulacni diagramy, které jsou analogii Shewhartovych
diagramu.



Pripad dvou znaku

Uvazujme napriklad lozisko, kde predmetem
naseho zajmu je jak vnéjSi prumér (x1), tak i
vnitfni prumér (x2). Pfedpokladejme, ze jak x1
tak X2 jsou nezavislé proménné a maji normalni
rozdéleni. Obé proménné muzeme monitorovat

poomoci obvyklého regulacniho - diagramu.

Proces je statisticky zvladnut (pod kontrolou)

pouze, pokud vyberové prumery obou rozmerda,

padnou do prislusnych regulacnich mezi; viz.

Obr. 1. To je ale analogicke tomu, pokud dvojice

vybérovych pruméru ( , ) padne do vyznacCené

oblasti na Obr. 2.




Pripad dvou znaku

Regulacni diagramy pro prumeéry obr.

Oba znaky jakosti jsou
zvladnuty, pod kontrolou
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Pripad dvou znaku

Obr.2 za predpokladu stochasticke nezavislosti

Spolecna regulaéni
oblast pro priméry
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Pripad dvou znaku

Pravdepodobnost, Zze kazdy z nich padne mimo tri-
sigma meze Je 0,0027. Nicmene spoleCna
pravdepodobnost, ze oba vybérove prumery prekroCi
své regulacni meze soucasné, kdyz obe proménné jsou
statisticky zvladnuté, je

0,0027 x 0,0027 = 0,00000729,

coz je vyrazné mene nez 0,0027. Pravdepodobnost, ze
oba vybérové pruméry budou soucasné lezet uvnitf
regulacnich mezi, kdyz proces je statisticky zvladnut, je
pouze 0,9973 x 0,9973 = 0,99460729. Pouziti dvou
nezavislych diagramu deformuje soufasné sledovani
obou znaku jakosti.



Pripad vice znaku

Obecne, pokud mame p statisticky nezavislych
promennych pro urcCity produkt a uvazujeme-li pro kazdy
Z nich -diagram s pravdepodobnosti | druhu o (riziko
planého poplachu), potom skuteCna pravdepodobnost
chyby I druhu pro spolecny kontrolni postup je

o = 1-(1-aq)P

a pravdépodobnost, Zze vSech p vybérovych prumeéru
bude soucCasne lezet uvnitf regulacnich mezi, kdyz
proces je statisticky zvladnut, je

Pst {vSech p vybérovych priméru lezi v regulacnich
mezi} = (1-a)P.



Pripad vice znaku

Problem monitorovani procesu, ve kterém |e
pfedmétem zajmu nékolik proménnych (znaku
jakostl)) se nekdy nazyva "rizeni jakosti vice
oromennych” (miltivariate quality control), nebo
"monitorovani procesu s vice promennymi"
(multivariate  process-monitoring).  Zakladni
prace v tomto smeru ucinil Hotelling (2) ktery
tento postup aplikoval na data ze zamérovacu
pro shazovani bomb za druhé svéetove valky.




Vicerozmeérneé normalni rozdéleni

Predpokladejme, ze mame p promennych x;, X,, ..., X,.
Usporadejme tyto promenné do radkového vektoru

X" = [Xgs Xp, oees X

Necht' pu° = [uy, uy, ..., pp] J& vektor strednich hodnot
uvazovanych promennych a necht rozptyly a kovariance
promennych v X |sou obsazeny Vv p x p kovariancni
matici X. Elementy na diagonale X jsou rozptyly
promeénnych v X a elementy mimo diagonalu jsou
kovariance. Potom kvadrat normované vzdalenosti x od
u je dan kvadratickou formou

(X-p) Zt(x-p.



Vicerozmeérneé normalni rozdéleni

Vzorec pro hustotu rozdeleni (kovariancCni
matice musi byt regularni)
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DVOUROZMERNE NORMALNI
ROZDELENI

Priklad dvourozmeérnéeé hustoty




Odhady parametru rozdeleni

Uvazujme nahodny vyber z vicerozmerného
normalniho rozdeleni X, X, , ..., X, .

Vektor x; (I-ty vyberovy vektor) obsahuje

pozorovani x;; , X , -.. , X, - Potom vektor
vybérovych pruméru je - 18
X = ;ZN
=1

a vyberova kovariancni matice je

1 ~ - —,
S = n—1;(xi —X)(X; —X)".



Hotellingovy T2-diagramy

Nejrozsireng|Si postup monitorovani a frizeni
procesu s vice promennymi (vicerozmerny
oroces) jsou Hotellingovy T2 regulaéni diagramy
oro sledovani vektoru vybérovych pruméru
(mean vector) procesu. Je to analogie
Shewhartovych regulaénich diagramu pro jednu
promennou. Budeme uvazovat dve verze
Hotellingova T2 diagramu, jednu pro data
seskupena do podskupin, druhou pro
individualni pozorovani.




Hotellingovy T2-diagramy

Data seskupena do podskupin

Predpokladejme, ze dva znaky jakosti,
promenne X, a X, , maji spolecne dvojrozmerne
normalni rozdeleni. Necht jsou p, a p, stredni
hodnoty, o, a o, smeéerodatne odchylky
promennych X; a X,. Kovariance mezi x, a x, |e
c.,. Predpokladejme, ze o,, 6, a o, Jsou
znamy. Potom statistika

2 = b2 (- 11)? +02 (xo —p,)? — 26, (X —p1,) (X2 —11,)
61(52 512

ma x?-rozdéleni o dvou stupnich volnosti.



Hotellingovy T2-diagramy

Prfedchozi rovnice muze byt pouzita jako zaklad
regulacniho diagramu pro stredni hodnoty
procesu. Pokud stredni hodnoty procesu budou
rovny hodnotam pu, a p,, potom hodnota bude
mensi nez horni regulacni mez UCL = x,, ,to
je a-kriticka hodnota chi-kvadrat rozdeleni se 2
stupni volnosti. Pokud nejméeneé jedna ze
strednich hodnot se zmeéni, nabude jiné hodnoty
(dostane se mimo kontrolu), potom
pravdepodobnost, ze statistika prekroCi horni
regulacni mez, vzroste.



Hotellingovy T2-diagramy

Procedura monitorovani procesu muze byt
znazornena graficky. Uvazujme pripad, kdy dve
nahodné promenné jsou nezavislé, t]. o, = 0,
potom rovnice (11) definuje elipsu se stredem v
(w; , u,) @ s hlavnimi osami rovnobeznymi s
osami, viz Obr. 4. Pokud hodnota padne dovnitr
teto elipsy, znamena to, ze proces je statisticky
zvladnut, zatimco padne-li mimo tuto elipsu,
proces je mimo kontrolu. Obrazek 4. je Casto
nazyvan "regulacni elipsa" (control elipse).



Hotellingovy T2-diagramy

Spolecna regulaéni
oblast pro pruméry
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Obr. 4
Kontrolni elipsa pro dve
nezavislé promenné
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Hotellingovy T2-diagramy

Pokud dve nahodné promenné jsou zavislé,
potom o, # 0 a odpovidajici "regulacni elipsa”
je znazornena na Obr. 5. V tomto pripade hlavni
osy elipsy nejsou rovnobezneé S osami..
Vyberovy bod 11, ktery padl mimo "regulacni
elipsu” S|gnaI|zu1e pritomnost zvlastni pricCiny
variability. Nicmene bod 11 je uvnitf regulacnich
mezi na obou regulaCnich diagramech. Podle
vseho neni nic mimoradného okolo bodu 11

(podskupiny 11), pokud ho posuzujeme
iIndividualne v kazdé souradnici.



Hotellingovy T2-diagramy

\

Obr. 5
Kontrolni elipsa pro dve
zavislé promenné
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Hotellingovy T2-diagramy

S kontrolnimi elipsami jsou spojeny dva podstatne
nedostatky. Prvni spoCiva v tom, ze se ztraci Casova
naslednv(_)vsjc zakreslovanych bodu Druha, daleko
elipsu pro vice jak dva znaky jakosti. Abychom se
vyhnuli témto nedostatkim vynaSime obvykle do
regulacniho diagramu z kazdeho vyberu vypocitane
hodnoty (podle vzorce), ktere porovnavame s horni
regulacni mezi UCL, tak jak je uvedeno v Obr. 6. Tento
regulacni diagram se obvykle nazyva "chi-kvadrat
diagram” (chi-square control chart). V tomto pripade je
zachovana cCasova souslednost, takze mohou byt
analyzovany vsechny posloupnostl a nenahodna
seskupeni. To ma | tu vyhodu, ze stav procesu je
charakterizovan jednim Cislem - hodnotou statistiky .
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X?-diagram

Tento vysledek je mozno rozsifit na
pripad, kdy uvazujeme p znaku jakosti,
které Jsou ve vztahu a jsou kontrolovany
spolecne. Predpoklada se, ze spoleCne
rozdeleni p promennych je p-rozmerne
normalni rozdeleni. Postup vyzaduje
vypocitat vybeérové prumeéry pro kazdou
promennou z vyberu rozsahu n.



X?-diagram

Tento soubor vybérovych prumeéru je
representovan (px1)-vektorem

X1
X2

X |
I

Testova statistika zak_reélované do chi-
kvadrat diagramu pro kazdy vyber je

X2 = N(X—P) ZH(X—H)



X?-diagram

kde p° =[ug, py, ..., ] J€ VEKLOr
strednich hodnot statisticky zviladnutého
procesu (In-control means) a X je
kovariancni matice.

Horni regulacni mez je
UCL = Xan.
Pro tento diagram je nutno znat parametry

rozdéleni.



Odhady parametru

V praxi je obvykle nezbytné odhadnout p
a X 2z predbezné analyzy nahodnych
vybéru rozsahu n vzatych z procesu, o
kterem Je mozno predpokladat, ze |je
statisticky zvladnut (pod kontrolou).
Predpokladejme, ze je takovych vyberu m.
Z kazdeho vyberu se vypocita vyberovy
prumer a rozptyl.



Odhady parametru

Xii J& I-t& pozorovani j-teho znaku v k-tem vyberu

— 1 n
N

L —
szk = a;(xijk —Xjk)z
kovariance mezi znaky jakosti | a h v k-tém

vyberu je

1 < — —
thk = —Z(Xijk - Xik ) (X, — Xnk)
n-173



Odhady parametru

Statistiky xi, Si a S, jsou potom
Zprumeérovany pres vsech m provedenych
vybéru -

1 :

Xj = — ) Xk ]=12,...,p

| me_];

—9 1 m

S; = =) S} j=1,2,..,p
miz

_ 1 m

Sih = —> S« j = h

m =

Xj Jsou slozky vektoru

% I



Odhady parametru

Symetricka matice S je tvorena z
prumernych kovarianci  S;, a rozptylu S;

gi §12 513 c+ Stp

§§ Sy - Sap
S = S: - Si




Hotellingova T?-statistika

Nyni predpokladejme, ze matice S
definovana rovnici (18) se pouzije
k odhadu X a Ze vektox  je pouzit jako
odhad vektoru pu strednich hodnot
statisticky zvladnutého procesu. Jestlize
nahradime p hodnotoux a X hodnotou
S v rovnici pro x? dostaneme testovou
statistiku T2.




Hotellingova T?-statistika

Vzorec pro T2-statistiku

T2 = n(x=x)'S* (x-X)

V tomto tvaru je procedura obvykle nazyvana
Hotellingovy T2 regulaéni diagramy.

Je treba venovat pozornost stanoveni
regulaénich mezi pro tuto Hotellingovu T?
statistiku. Ty zavisi na tom, jak se diagramy
pouziji. Jsou dve odliSne faze pouziti techto
regulacnich diagramu.



Vypocet regulacnich mezi

Faze 1 predpoklada pouziti regulacnich
diagramu pro zavedeni kontroly; f{j.
testovat, zda proces byl statisticky
zvladnut (byl pod kontrolou) kdyz bylo
odebrano m podskupin rozsahu n a byly
vypocitany vyberove statistiky, které byly
pouzity pro odhady parametru.




Vypocet regulacnich mezi

Faze 1

Cilem faze 1 e ziskat soubor statisticky
zvladnutych pozorovani (in-control set of
observations), tak aby mohly byt stanoveny
regulacni meze pro Fazi 2, ktera spocCiva v
monitorovani budouci produkce. Faze 1 se
nekdy nazyva ‘"retrospektivni  analyzou".
Regulacni meze pro tuto fazi jsou dany vztahy:

oL B LCL = 0
mn-m-p+1 0.,p,mn-M-p+




Vypocet regulacnich mezi

Faze 2

Tato faze predpoklada pouziti regulacnich
diagramu k monitorovani budouci produkce,
regulacni meze jsou pro tuto fazi nasleduijici:

UCL = F

o, p,mn-m-p+1



Vypocet regulacnich mezi

Pokud jsou odhady parametru spolehlivé (napf.
na zaklade dlouhodobé stability procesu), Ize
horni regulacni mez nahradit

UCL = qu,p

(a100%- kriticka hodnota)

Lze pouzit jako horni regulacni mez jak pro Fazi 1, tak
pro Fazi 2. Stejne jako v pripade jedné promenne
(Jjednoho znaku jakosti) se doporucCuje pracovat s
nejméne m > 25 predbéznymi vybery. RozliSeni mezi
mezemi pro Fazi 1 a Fazi 2 je obvykle nepodstatne.



Vypocet regulacnich mezi

Individualni pozorovani

V fadé pripadu je velikost podskupiny n = 1.
Predpokladejme m podskupin a p znaku jakosti.
Necht x s S jsou vektor vybérovych pruméru
a kovarianéni matice. Hotellingova T2 statistika
je potom ve tvaru _ _

T = (X=X)" S (x=X)
Regulacni meze pro Fazi 2 jsou

oL - PM+DmM-D .
m° —mp i

LCL =0



Vypocet regulacnich mezi

Velkym problemem Vv pripade
individualnich hodnot je spolehlivy odhad
kovariancni matice. V literature lze najit
radu ruznych doporucCeni, jak odhady
vylepsSit (napf. pomoci rozdilu mezi po
sobe jdoucimi pozorovanimi). Kvalita
pouzitého odhadu silné ovlivhuje hodnotu
horni regulacni meze.



Pouziti regulacnich diagramu

Vyhoda: je mozno sledovat nékolik znaku
jakostl soucasne na zaklade jejich mozné

korelovanosti, coz individualni diagramy
nemohoul.

Nevyhoda: pri detekci zvlastni pfriciny,
nemusi byt jasné, kterych znaku jakosti se
pricina tyka.Tomuto problemu se literatura

velice usilovhe venuje, jak vlivy
jednotlivych znaku rozpoznat.



Monitoring variability

Stejne tak, jako je treba monitorovat vektor
strednich hodnot p, je treba monitorovat |
variabilitu procesu. Variabilita procesu je
charakterizovana pxp matici kovarianci Z.
Prvky na hlavni diagonale teto matice jsou
rozptyly jednotlivych proménnych procesu
a prvky mimo diagonalu jsou kovariance.



Monitoring variability

Casto pouzivany pfistup je zalozen na
"zobecnenem" vyberovém rozptylu 'S|. Tato
statistika, ktera je determinantem vybérove
kovarianCni matice, je mirou vicerozmerne
variability. Montgomery a Wadsworth pouzili
asymptoticky normalni aproximace ke stanoveni
regulacniho diagramu pro |S|. Metoda vyuziva
oramér a rozptyl |S| - tj. E(|S|)a Vv(|S]) - a
vlastnosti ze prevazna cast rozdeleni
pravdepodobnostsi S| je obsazena v intervalu
E(Isl)y=3vv(Is).



Monitoring variability

Potom lze ukazat, ze

E(IS|) = b, |Z]
a V(\s\):b\z\z
kde b, = o 1)p H(n i)

P P P

—Tl0- [To-i+2-T[0-0




Monitoring variability

Meze regulacniho diagramu pro S| budou

UCL = |Z|(b, +3b;*)
CL = b,|X
LCL = |X|(b,-3b;")

V praxi jsou parametry nahrazeny odhady



Priklad

Priklad byl resen pomoci Minitab 16
2 znaky jakosti normalne rozdeleny,
Jsou zavisle, vyber. koeficient korelace

je -0,769, UCL a LCL jsou nastaveny na
99% a 1%

Proces se zda byt zvladnuty v urovni
variability, ale v parametrech polohy dela
problemy



Priklad

Tsquared

Generalized Variance

Tsquared-Generalized Variance Chart of X1; X2
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13 55
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99%CL=12,85

Median=2,17

99% CL=4,628

|S[=1,678

1%CL=0
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