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1 Definice zakladnich terminti z oblasti nejistot méreni

Pripomenme si definice €tyr zakladnich termint z oblasti nejistot
mérfeni, abychom si uvédomili, ze vSechny maji pravdépodobnostni
charakter (podtrzené terminy jsou odborné terminy z oblasti
aplikované statistiky nebo teorie pravdépodobnosti), a to:

Nejistota:

parametr spojeny s vysledkem méreni nebo vysledkem zkous$ky, jenz
charakterizuje rozptyleni, které muzZe byt racionalné pfisouzeno urcité
mérené veli¢iné nebo uréitéemu zkouSenému znaku

(CSN ISO 3534-2:2010,81.3.4.5);

parametlr pridruzeny k vysledku méreni, ktery charakterizuje rozptyleni
hodnot, které by mohly byt opravnéne prisuzovany k merené velicine
(CSN 01 0115),(GUM)

POZNAMKA 1 (GUM) — Parametrem miize byt napf. smérodatna odchylka
(nebo jeji dany nasobek) nebo polovina Sife intervalu majiciho stanovenou
konfidenéni uroven.

POZNAMKA 2 (GUM) — Obecné nejistota méfeni zahrnuje mnoho slozek.
Nékteré ztéchto slozek mohou byt uréeny ze statistického rozdéleni
vysledkii fady méfeni a mohou byt charakterizovany experimentalnimi
smérodatnymi odchylkami. Jiné slozky, které mohou byt také
charakterizovany smérodatnymi odchylkami, se urcuji z predpokladanych
rozdéleni_pravdépodobnosti zalozenych na zkuSenostech nebo na jinych
informacich.

POZNAMKA 3 (GUM) — MIéky se predpoklada, ze vysledek méreni je
nejlepSim odhadem hodnoty mérené veli€iny a ze vSechny slozky nejistoty
— véetné téch, které vznikaji systematickymi vlivy, jako jsou slozky spojené
s korekcemi a referenénimi standardy — prispivaji k rozptyleni.

Standardni nejistota u(x): nejistota vysledku méreni vyjadrena
smérodatnou odchylkou (GUM).

Kombinovana standardni nejistota u.(y): standardni nejistota
vysledku méreni, kdyz tento vysledek je ziskan z hodnot urcitého
poctu jinych velicin; je rovna kladné vzaté odmocniné souctu vyrazu
jako rozptyly nebo kovariance téchto jinych veli¢in vazené podle toho,
Jak vysledek méreni kolisa s témito velicinami (GUM).



e Rozsirena nejistota U: veli¢ina urCujici interval kolem vysledku
méreni, ve kteréem lze oCekavat velky podil rozdéleni hodnot, které by
mohly byt logicky pfisuzovany namérené hodnoté (GUM).

POZNAMKA 1 (GUM) — Podil se mize chapat jako pravdépodobnost pokryti
nebo konfidenéni uroven prislusna intervalu.

POZNAMKA 2 (GUM) - Priipojit uréitou konfidenéni uroven k intervalu
definovanému rozsirenou nejistotou vyzaduje explicithni nebo implicitni
predpoklady o rozdéleni pravdépodobnosti charakterizovaném vysledkem
méfeni a jeho kombinovanou standardni nejistotu. Konfidenéni uroven,
ktera miuze byt k tomuto intervalu prifrazena, mize byt aplikovana pouze do
rozsahu, ktery muze byt takovymi predpoklady ospravedinén.

POZNAMKA 3 (GUM) — Rozsifena nejistota U se vypoéte z kombinované
standardni nejistoty u. a koeficientu pokryti k:

U=K uc.

Znalost zakladu aplikované statistiky a teorie pravdépodobnosti je tedy
nutna nejen pro spravny vypocet nejistoty méreni, ale i pro spravnou
Interpretaci ziskaného vysledku, nebot’ ta je vzdy vazana na urcitou
konfidenéni uroven.

2 Struény teoreticky zaklad nejistot méreni
2,1 Nejistoty méreni typu A atypu B

[1 Ze zakladi matematické statistiky vime, Ze vybérovy pramér y je
nahodnou veliCinou s rozdélenim pravdépodobnosti, které se pfi
rostoucim pocCtu n opakovanych méreni blizi k normalnimu rozdéleni,
jehoz rozptyl je roven

o2 =0f/n.
Kladna druha odmocnina tohoto vyrazu je smérodatnou odchylkou
vybérového priuméru a predstavuje teoretickou hodnotu standardni
nejistoty u; (y) typu A, jejiz stanoveni je zalozeno na statistické
analyze vysledkd opakovanych méfeni.

Naproti tomu pro stanoveni nejistoty typu B se vyuziva vSech
dostupnych odbornych informaci o chovani a variabilité sledované
veliCiny jako jsou:

o Udaje zdfive provedenych méfeni (vétSinou u vyrobce
méficiho zafizeni),
zkuSenosti s chovanim a vlastnostmi pfislusnych materiald,
doplrikovi udaje od vyrobce zafizeni,
udaje uvadéné v kalibracnich listech nebo jinych certifikatech,
nejistoty referenCnich udaju pfevzaté z pfirucek.

O O O O



V praxi se setkavame se dvéma zakladnimi situacemi:

a) pro sledovanou veliCinu Z je znama pouze jedna hodnota (napf.
jedina naméfena hodnota, vysledna hodnota z prfedchazejicich
mérfeni, referenéni hodnota) — pak se standardni nejistota u(z)
pfevezme z tohoto zdroje;

b) pro sledovanou veli€inu Z je zteorie nebo ze zpracovani
vetSiho souboru méreni znamo urcité rozdeleni pravdépodobnosti —
pak se standardni nejistota u(z) ztotozni se smérodatnou odchylkou
tohoto rozdéleni. NejCastéji uvazovana rozdéleni pravdépodobnosti
pro stanoveni nejistoty typu B jsou:

e rovhomeérné (rektangularnim, obdélnikové),

e symetricke trojuhelnikové (Simpsonovo),

e symetrickeé trojuhelnikové bimodalni,

e symetrickeé lichobéznikové a

e U-rozdéleni z rodiny tzv. ,sedlovitych rozdéleni“ a nékdy i

e normalni.

Analytické tvary téchto rozdéleni a jejich vlastnosti v€etné grafickych
tvard jsou uvedeny v dalSim textu (viz tabulka 1 a obrazky 1a a 1b)..

2.2 Kombinovana standardni nejistota

[1 Pokud vysledek méreni byl ziskan z rady dalSich veli€in, pracujeme
s kombinovanou standardni nejistotou u.(y), ktera je rovna kladné
druhé odmocniné kombinovaného rozptylu u?(y) ziskaného ze vSech

rozptyl( vstupnich veli€in a pfipadné ze vSech kovarianci.

Jsou-li vstupni veli€iny nezavislé, kovariance nejsou pfitomny a
rozptyl ma tvar

WIRY:
u§(y)=2[a—xi] u?(x)),

i=1

kde veliCina Y je vyjadfena vztahem Y = f(X;, X,, ..., Xy) a kazda
standardni nejistota u(x) je standardni nejistota urCena postupem
béznym pro nejistotu typu A nebo pro nejistotu typu B.

Jsou-li vstupni veliéiny korelovany, ma kombinovany rozptyl uZ(y)
spojeny s vysledkem méreni tvar

N N-1 N
ug(y)=2(a J u (x) +2ZZa g (k) u () u(x®) r(x®, x©) |
i=1 i=1 j=i+1

kde r(x¥, x¥) je odhad korela¢niho koeficientu, zkracené psaného ry;y;
ktery vyjadfuje miru stochastické zavislosti mezi vstupnimi veli€inami.



2.3 RozSirena nejistota méreni

[0 Je znamo, ze napf. kalibracni laboratofe musi uvadét rozsirenou
nejistotu meéreni U, ktera se ziska z kombinované standardni

nejistoty u.(y) vynasobenim koeficientem pokryti k
U =Kk uc (y),

kde koeficient pokryti k zavisi na zvolené hladiné pravdépodobnosti
pokryti p, ktera odpovida konfidencni urovni 1 - a.

Ke kazdé stanovené nejistoté ma byt vzdy pripojena konfidenéni
uroven, ktera se voli obvykle 95 % nebo 99 %, éemuz odpovidajici
koeficienty pokryti k jsou rovny 2, resp. 3. Jedna se o hodnoty
zaokrouhlené a nerespektujici skuteCnost, zda pfislusSna hodnota
nejistoty byla ziskana jako nejistota typu A nebo typu B. Koeficienty
pokryti k jsou vlastné kvantily normovaného normalniho
rozdéleni odpovidajici zvolené pravdépodobnosti pokryti
neznamé pravé hodnoty vypocétenym symetrickym dvoustrannym
konfiden€nim intervalem.

Nutno pfipomenout, ze takto stanoveny konfidencni interval vychazi
z pfedpokladu znamého rozptylu. V praxi je vétSinou situace takova,
Ze tento rozptyl nezname a odhadujeme ho a tedy — v souladu
s teorii pravdépodobnosti — pfi vypoctu pfislusného konfidenéniho
intervalu bychom byli povinni misto s kvantilem normovaného
normalniho rozdéleni pracovat s odpovidajicim kvantilem
t-rozdéleni. Je tedy vpraxi do vypocCtu nejistoty vnasSena dalsi
aproximace, kterou praxe obvykle jiZz ani nezminuje.



3 Vyuziti odhadll opakovatelnosti a reprodukovatelnosti
pfi odhadovani nejistot méreni

3.1 Informace o predbéznych normach CSN ISO

V létech 2005 a 2006 vysly dvé prfedbézné normy ISO, které byly
prevzaty jako predb&zné CSN normy a které se zabyvaji moZnostmi
vyuziti  znalosti  Ciselnych  hodnot mér opakovatelnosti a
reprodukovatelnosti pfi odhadovani nejistot méfeni. Jsou to tyto dvé
predbé&zné normy CSN P ISO/TS:

o CSN P ISOITS 21748:2005 Navod pro pouZziti odhad(
opakovatelnosti, reprodukovatelnosti a spravnosti pfi odhadovani
nejistoty méreni  a

o CSN P ISO/TS 21749:2006 Nejistoty méfeni v metrologickych
aplikacich — Opakovani mereni a hierarchické experimenty.

Prva ztéchto predbéznych norem byla v pétileté zkuSebni dobé
upravena a doplnéna o pfipominky Cc&lenskych statd 1SO a pfilohy
s dalSimi konkrétnimi aplikacemi, v roce 2010 schvalena v ISO/TC69
jako 1SO 21748:2010 a v zari 2011 bude projednana jeji Ceska verze:

o CSN IS0 21748:2012 Névod pro pouziti odhadt opakovatelnosti,

reprodukovatelnosti a pravdivosti pfi odhadovani nejistoty mereni,
ponévadz jeji vydani tiskem |ze oéekavat vroce 2012;
pochopitelné v ni budou jiz uplatnény dvé nové terminologické normy
CSN ISO 3534.1:2010 a CSN 1SO 3534-2:2010.

Druha z uvedenych predb&znych norem CSN P ISO/TS 21748:2006
zatim na svuj dalSi osud ¢eka.

3.2 Rozdil mezi nejistotou méreni a mirami variability
jako je opakovatelnost nebo reprodukovatelnost

e Nejistota méfeni se vztahuje k jednotlivym vysledkim.

e Naproti tomu miry opakovatelnost a reprodukovatelnost se tykaji
zpUsobu realizace procesu méfeni nebo zkouSeni a tento proces
charakterizuji a kvantifikuji. PFfi studiich podle vSech Sesti Casti
CSN ISO 5725, &ast 1 az 6, je v procesu méfeni nebo zkouseni
uvazovana jedna konkrétni normalizovana metoda mérfeni pouzita
vSemi laboratofemi, které se mezilaboratorni studie zucastnuji. O této
metodé se predpoklada, Ze je uplatfiovana formou jediného podrobné
pisemné popsaného postupu platného pro vSechny laboratore
zuCastnéné na spoleCném experimentu. Proto kazda hodnota
nejistoty méreni musi byt vZzdy svazana s konkrétni normalizovanou
zkuSebni metodou.



4 Zakladni vlastnosti rozdéleni pravdépodobnosti
nejéastéji pouzivanych pro stanoveni nejistot typu B

4.1 Tvary uvazovanych hustot pravdépodobnosti a jejich
parametry

V kapitole 2.1, odst. b) je specifikovano 6 rozdéleni pravdépodobnosti —
dale oznaCovanych D; — nejCastéji pouzivanych pfi vypocCtu nejistot typu
B. Zakladni vlastnosti prvnich 5 rozdéleni D; jsou shrnuty v tabulce 1,
normailni rozdéleni se povazuje ze obecné znamé. Pribéhy rozdéleni D
jsou znazornény na obrazcich 1a a 1b.

Tabulka 1 — Zakladni vlastnosti jednotlivych rozdéleni pravdépodobnosti D;
pouzivanych pro stanovovani nejistoty typu B

Rozdéleni Stfed-
pravdépo- M . ni ,
dobnosti Hustota pravdépodobnosti hod- Rozptyl xz Vyraz pro kp
Di nota
Rovnomém | ¢ = 1/ 8a prop-a<z<u+a,
é '7]({ ~P 9 # p a%/3 3 k, =3 p
(rektangu- = Jina
larni)
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= - 2 = - -
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fe =0 roz<u-a,
Symetrické - ’/ 5 - P #
trojuhelni- =¥a" t—u prou-a<z<y, )
kové e o u a’/2 2 K, = 2p
bimodalni =¥a® -z pou<zsp+a
=0 proz>u+a
f!i:O pro z< u-a,
= Z;“-bza prou-a<z<u-b,
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rosderent a ( a jp K # # [C+3j c+1 PTVear P
=0 pro z > u+a

V U.-rozdéleni: je parametr rozdéleni c¢ >0 konstanta urcujici tvar
rozdéleni (viz obrazek 1b). Jako doplfujici informace se v tabulce 1
uvadi jesté tvar veliiny y , ktera umozniuje bezprostfedni stanoveni
standardni nejistoty méfeni ug; typu B (s vyuzitim parametru a, ktery
predstavuje jednu polovinu definiéniho oboru pfislusného rozdéleni)

a ’ v v ’ v ’
Ugi = > (tento vztah plati pro vSechna uvazovana rozdéleni D;)




Pro koeficient pokryti k, , ktery odpovida pokryti 100p % vSech hodnot
lezicich uvnitf intervalu (« £ ky0), pak pro kazde U-rozdéleni plati

1
Kk = [CF 3 pe+t
P \yc+1
f(2) a) f(z2) c)
o =10 = =10
pr a=68 N =6
- c=00 N =1.0
A(; o
= B 5
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3 a8
o - o
a *a a z
2 b) f(2) = » d)
2 e
o o
e 3
B p=
3 2
o o
-a n*ta 4 ' -0 M ‘a z

Obrazek 1a — Rozdéleni: a) rovhomérné; b) symetrické trojuhelnikové;
c) symetrické trojuhelnikové bimodalni; d) symetrické lichobéznikové
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Obrazek 1b — U-rozdéleni s odstupfiovanymi hodnotami parametru c



4.2 Vnitini vazby mezi péti typy rozdéleni uvazovanymi v tabulce 1

Je nutno pfipomenout (a snadno si Ize ovéfit), ze
a) pro ¢ = 0 prechazi U-rozdéleni na rovnomérné (rektangularni)
rozdéleni a potom pro obé rozdéleni plati

2
r=3i 0% =% a Kk=30p;

b) pro c = 1 pfechazi U-rozdéleni na symetrické trojuhelnikové bimodalni
rozdéleni a potom pro obé rozdéleni plati

2
p=\2i 0% =% a K=y2p ;

c) €im vice hodnota parametru c v U-rozdéleni pfesahuje hodnotu 1, tim
vice se U-rozdéleni odchyluje od symetrického trojuhelnikového
bimodalniho rozdéleni [viz obrazek 1a, sub c)] a nabyva tvaru se stale
rozevienéjSim sedlem [viz sled tvarl rozdéleni na obrazku 1b)
s hodnotami ¢ vy$§Simi nez 1].

5 Analyza vypovédni schopnosti kombinované
standardni nejistoty zjisténé podle bézné pouzivaného
vzorce

5.1 Diskuse o opravnénosti bézné pouzivaného vzorce pro vypocet
kombinované standardni nejistoty

Bylo jiz zdUraznéno, Ze znalost zakladu aplikované statistiky a teorie
pravdépodobnosti je nutna jak pro spravny vypocCet kombinované
standardni nejistoty méfeni, tak i pro spravnou interpretaci ziskaného
vysledku, nebot ta je vzdy vazana na urcitou konfidencni uroven. Pokud
pracujeme jen s nejistotou typu A, je vazba jasna. Pokud vSak jsme
nuceni pracovat i s nejistotami typu B, kdy vysledek je ziskan z hodnot
ur€itého poctu (napf. N) jinych veliCin — tzn. veli€ina Y je vyjadfena
vztahem Y = f(X;, X5, ..., Xn) — je nutno prejit na kombinovanou
standardni nejistotu nasobenou koeficientem pokryti k, , pficemz Ciselna
hodnota tohoto koeficientu (obvykle v praxi rovna 2 nebo 3 v zavislosti
na pouzité konfiden¢ni urovni 0,95 nebo 0,99) je podle GUM odvozena
z vlastnosti normalniho rozdéleni, i kdyz rozdéleni hodnot dalSich
vstupnich veliCin X; (i = 1, 2, ..., N) obvykle nemaji normalni rozdéleni,
ale sleduji néktery z dale uvedenych tvard: rovnomérné rozdéleni,



symetrické trojuhelnikové rozdéleni, symetrické trojuhelnikové bimodalni
rozdéleni, symetrické lichobéznikové rozdéleni nebo sedlovité U-
rozdéleni, pfitemz kazda z nahodnych veli€in X; mize mit rozdéleni jiné.
Vlastnosti téchto péti rozdéleni jsou vSak vyrazné odliSné od vlastnosti
normalniho rozdéleni a tedy i pfislusné kvantily téchto rozdéleni
poskytuji jiné vazby mezi koeficienty pokryti k, a pravdépodobnostmi p
(0 £ p £1). V8ech pét rozdéleni uvazovanych v tabulce 1 pro aplikaci pfi
vypoCtu nejistot typu B je totiz definovano na koneCném intervalu
(u — a; 4 + a), tedy na intervalu Sife 2a, kdezto normalni rozdéleni je
definovano na intervalu (— « ; + ). Analyza vztahi mezi koeficienty
pokryti k, a prisluSnymi pravdépodobnostmi p pro jednotliva uvazovana
rozdéleni D; nebyla dosud mozna, ponévadz potfebné analytické vztahy
v tabulce 1 (posledni sloupec) byly odvozeny teprve nyni.

Ke vzajemnému porovnani vSech rozdéleni je v kapitole 5.2 vyuZito
tabelovanych hodnot k, (pro pravdépodobnosti p = 0,90 az 0,99) pro
jednotlivé typy vySe uvedenych rozdéleni (v€etné normalniho a riznych
variant parametr v pfipadé symetrického lichobéznikového rozdéleni a
U-rozdéleni). K tabelaci bylo pouzito vySe zminénych novych vztah(
shrnutych v poslednim sloupci tabulky 1.

5.2 Porovnani vztahi mezi realnou a deklarovanou konfidencni
urovni vypocétené nejistoty méreni

V nasledujicich dvou tabulkach 2 a 3 si vSimneme vlivu jednotlivych
uvazovanych rozdéleni D; jednak na hodnoty koeficientt pokryti Kp.pi pfi
konfidenCni urovni p (tabulka 2) a jednak realnych hodnot p
odpovidajicich v praxi pouzivanym koeficientim pokryti k, = 1, 2 a 3
(tabulka 3). U tabulky 3 upozorfiujeme na dulezité poznamky umisténé
pod vlastni tabulkou; zavéry porovnani jasné prokazuji potfebu upravy
stavajiciho vypocetniho vzorce pro kombinovanou standardni nejistotu.

V poslednim sloupci tabulky 3 jsou uvedeny nejvy$Si dovolené hodnoty
MAV (maximum allowable values), které charakterizuji vlastni pouzité
rozdéleni pravdépodobnosti D; a odpovidaji situaci, kdy dochazi
k Gplnému pokryti pfislu§ného rozdéleni D; Poznamky “ ve 3. a 4.
sloupci tabulky 3 upozorfiuji na skutecnost, ze volba k, = 2, a/nebo k, = 3
nemuze byt pro dané rozdéleni D; uskute€néna, ponévadz pozadovana
hladina koeficientu pokryti k, v zahlavi tabulky prekraCuje pfisluSnou
limitni hodnotu MAV.



Tabulka 2 — Hodnoty koeficientd pokryti k,. pi pFi konfidenéni
urovni p pro rizna rozdéleni pravdépodobnosti D;

Di k0.90, Di k0.95, Di k0.96, Di k0.97, Di k0.98, Di k0.99, Di k0.995, Di k0.999, Di

Normalni 1645 | 1.960 | 2.054 | 2170 | 2.326 | 2.576 | 2.813 | 3.291
Rovnomémé (rektangularni) | 1.559 | 1.645 | 1.663 | 1.680 | 1.697 | 1.715 | 1.723 | 1.730
Symetrické trojahelnikové 1675 | 1.902 | 1.960 | 2.025 | 2.103 | 2.205 | 2.276 | 2.372
Trojahelnikové bimodalni 1342 | 1378 | 1.386 | 1.393 | 1.400 | 1.407 | 1.411 | 1.413

b

2a/3 | 1558 | 1.698 | 1.734 | 1.775 | 1.823 | 1.886 | 1.931 | 1.990

Symetricka avs | 1501 | 1767 | 1.811 | 1.862 | 1.923 | 2.001 | 2.057 | 2.131
lichobéznikova a2 | 1604 | 1.789 | 1.836 | 1.890 | 1.953 | 2.036 | 2.095 | 2.173

a/3 1.639 1.834 1.886 1.944 2.014 2.105 2.169 2.254

C
0.2 1.496 1.565 1.578 1.592 1.606 1.619 1.626 1.631
U — rozd&leni 0.5 1.424 1.476 1.486 1.497 1.507 1.517 1.522 1.526
(sedlovita) 15 1.286 1.314 1.320 1.325 1.331 1.336 1.339 1.340
2.0 1.246 1.269 1.273 1.278 1.282 1.287 1.289 1.290
3.0 1.193 1.209 1.212 1.215 1.219 1.222 1.223 1.224
4.0 1.158 1.171 1.174 1.176 1.178 1.181 1.182 1.183

Tabulka 3 — Hodnoty p odpovidajici koeficientim pokryti k, =1, 2a 3
pro rtizna rozdéleni pravdépodobnosti D;

Maximalni pfipustna hodnota k,
Di kn=1 | kp=2 | kp,=3 | prorozdéleni pravdépodobnosti
Di
@ 12) 3 @ (O]
Normalni 0,683 | 0,954 | 0,997
Rovnomérné (rektangularni) 0,577 n Y 1,732
Symetrické trojuhelnikové 0,650 | 0,966 1’ 2,449
Trojtihelnikové bimodalni 0,500 & 2 1,414
b

2a/3 | 0533 | 0,999 Y 2,038
Symetricka a/vs | 0606 | 0,989 2 2,191
lichob&Znikova ? a2 0.618 | 0.986 D 2236

a/3 0,635 | 0,978 2 2,324

C

0.2 0,555 g 2 1,633
U - rozdéleni 0.5 0,530 ? i 1,527
(sedlovitérozdsleni) 15 0,480 Y Y 1,342

2.0 0,465 ” v 1,291

3.0 0,444 & 2 1,225

4.0 0,431 & 2 1,183

Y Hodnota kp v zahlavi sloupce nemiize byt pouzita pro specifikované rozdéleni pravdépodobnosti D; ;
tato hodnota prekracuje maximalni dovolenou hodnotu (MAV) vyplyvajici z vlastnosti pouzitého
rozdéleni pravdépodobnosti.

Ay symetrickych lichobé&Znikovych rozdélenich pro vS§echny mozné kombinace parametr( a a b lezi
maximalni pfipustné hodnoty pro kp uvnitf intervalu <@; Jg> = (1,732; 2,449)
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