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Princip statistické regulace procesu 

Čas 

  

Cílová hodnota 

Předpověď 

Předpověď 

Čas 

? 
? 

? 

? 

? 
? 

? 

? 

? 
? 

? 

Cílová hodnota 

Proces je statisticky 
zvládnutý – působní 
pouze náhodné příčiny  

Proces není statisticky 
zvládnutý – působní i 
zvláštní příčiny  



Náhodné příčiny  

 

• proces je opakovatelný a kvalita jeho výstupů je předvídatelná; 

• proces je ve statisticky zvládnutém (stabilním) stavu; 

• typ a parametry rozdělení znaku kvality či parametru procesu, 

pomocí něhož hodnotíme variabilitu procesu, jsou známy a 

nemění se 

Princip statistické regulace procesu 



Zvláštní příčiny  

 

představují vliv zdrojů variability, které za běžných podmínek na 

proces nepůsobí 

 

• proces není reprodukovatelný a kvalita jeho výstupů není 
předvídatelná; 

• proces není statisticky zvládnutý (stabilní) 

• typ a parametry rozdělení znaku kvality či parametru procesu, 
pomocí něhož hodnotíme variabilitu procesu, se v čase mění  

Princip statistické regulace procesu 



Zvláštní příčiny  

 

• příčiny sporadické  

 

• příčiny přetrvávající 

 

 

Princip statistické regulace procesu 
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Příčiny sporadické     

Příčiny přetrvávající 



Vazba mezi druhem zvláštní příčiny a typem 
regulačního diagramu 
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Zvláštní příčiny sporadické    -  větší změny 
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Zvláštní příčiny přetrvávající  - změny 
střední a malé velikosti  



Paměť regulačních diagramů 
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Fáze statistické regulace procesů 

1. 2. 3. 4. 

1. Přípravná fáze 

2. Fáze zabezpečení statisticky zvládnutého procesu 

3. Fáze analýzy a zabezpečení způsobilosti procesu 

4. Fáze dlouhodobé statistické regulace procesu 



1. 2. 3. 4. 

2. Fáze zabezpečení statisticky zvládnutého procesu 
4. Fáze dlouhodobé statistické regulace procesu 

I. fáze II. fáze 

(Montgomery, 2013 ) 

Fáze statistické regulace procesů 



Fáze statistické regulace procesů 



1. 2. 3. 4. 

2. Fáze zabezpečení statisticky zvládnutého procesu 

4. Fáze dlouhodobé statistické regulace procesu 

I. fáze II. fáze 

Shewhartovy regulační 
diagramy 

Diagramy s pamětí  
(Time Weighted Charts) 

EWMA 
CUSUM 

Fáze statistické regulace procesů 



Metoda CUSUM 

• metoda kumulovaných součtů (Cumulative Sum Control 
Charts) 

• CUSUM - SPC měřením  

      - pro individuální hodnoty 

      - pro průměry 

      - pro regulaci variability 

• CUSUM - SPC srovnáváním 

      - pro počet neshod či  

      - počet neshodných jednotek 



Princip metody CUSUM 

- kumulace odchylek cílové hodnoty od hodnoty použité 
výběrové charakteristiky pro všechny dosud provedené 
výběry.  
 

Příklad 
- Diagram CUSUM pro individuální hodnoty 

 




j

i
ixjC )(  C0 = 0 

ix



- i-tá naměřená hodnota  

- cílová střední hodnota procesu 



Interpretace grafu CUSUM 

Grafická forma metody CUSUM - body o souřadnicích [j, Cj]:  

 

a) Proces udržován na cílové hodnotě -  body v diagramu  zachovávají 

směr přibližně rovnoběžný s osou x 

b) Náhlá změna střední hodnoty regulované veličiny přibližně v době, 

kdy byl odebrán q-tý výběr, a tato změna přetrvává - počínaje 

bodem [q, Cq] rostoucí či klesající lineární trend 

c) Střední hodnota procesu roste nebo klesá a ještě se nestabilizovala 

(v procesu existuje trend) - body v diagramu tvoří křivku viditelně 

se zakřivující nahoru nebo dolů. 

 



q 

Situace b) 

Interpretace grafu CUSUM 



Rozhodovací kritéria  

• Dva základní typy kritérií, pomocí nichž lze určit, zda proces 
je statisticky zvládnutý či není 

 

 

•  rozhodovací maska 

   

• rozhodovací meze 

 

 



Diagram CUSUM s rozhodovací maskou 

Dvoustranná rozhodovací V-maska 



CUSUM s rozhodovacími mezemi  
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Vlastnosti CUSUM 
Účinnost metody CUSUM 

Charakteristika ARL  

• ARL(0) - dostatečně velké 

• ARL(δ) co nejmenší 

 

 

Výpočet -  

jednoduchá a dostatečně přesná aproximace navržená Siegmundem 
(1985)  



Vlastnosti CUSUM 
Účinnost diagramů CUSUM 
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- normovaná velikost posunu střední hodnoty procesu; 
  

 

    pro             platí 


 bARL


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dvoustranné CUSUM 
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
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
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Tyto výpočty používá SW Statgraphics  

Výpočet ARL 



Výpočet ARL - příklad 

Máme určit hodnotu ARL(0) pro dvoustranné CUSUM 
s parametry k = 0,5 a h = 4,77.  

Protože máme stanovit hodnotu ARL(0), je δ = 0 a Δ = -0,5  

pro          i   

b = 4,77 + 1,166 = 5,936  
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Máme určit hodnotu ARL(δ) pro dvoustranný CUSUM 
s parametry k = 0,5 a h = 4,77  
pro odchylku velikosti δ = 0,5; b = 4,77 + 1,166 = 5,936.  

 
ARL =5,9362 = 35,2 


ARL = 71 593,74 

ARL (0,5) = 35,2 

Výpočet ARL - příklad 



Srovnání diagramů CUSUM a Shewhartových regulačních diagramů  

Diagramy CUSUM jsou citlivější na posuny střední hodnoty 
malé a střední velikosti 

Vlastnosti CUSUM 



CUSUM indikuje posuny střední hodnoty malé a střední 
velikosti 2−5 rychleji (Pyzdek, 1992)  
 

 

Tab. ARL pro Shewhartův diagram a diagramy CUSUM při různých kombinacích k a h 

 
  

  

 

Shewhartův 

regulační diagram 

pro individuální 

hodnoty 

CUSUM diagram 

pro individuální 

hodnoty 

k = 0,25 

h = 8,009 

CUSUM diagram 

pro individuální 

hodnoty 

k = 0,5 

h = 4,774 

CUSUM diagram 

pro individuální 

hodnoty 

k = 0,75 

h = 3,339 

0 370 370,4 370,3 370,3 

0,5 155,2   28,8    35,3   49,9 

1,0   43,9   11,4     9,9    10,9 

1,5   15,0     7,1     5,5     5,2  

Vlastnosti CUSUM 

Srovnání diagramů CUSUM a Shewhartových regulačních diagramů  



Lepší účinnost diagramu CUSUM zejména při malých hodnotách 
rizika zbytečného signálu α, a to tím více, čím je α menší  

Hodnoty ARL pro CUSUM  a Shewhartův diagram pro různá α 

 α 

    0,01 0,0027 0,002 0,001 

0,5 50,0 

21,7 

155,2 

  35,3 

201,44 

  38,9 

368,9 

  47,9 

1,0 17,3 

  7,4 

  43,9 

    9,9 

  54,6 

  10,5 

  90,8 

  11,9 

1,5 7,09 

  4,3 

  15,0 

    5,5 

  17,9 

    5,8 

  27,2 

    6,5 

ARL(δ) pro CUSUM -červeně 

Vlastnosti CUSUM 

Srovnání CUSUM a Shewhartových regulačních diagramů  



CUSUM je jeho schopnost lépe zobrazit okamžik změny 
procesu a poskytnout informaci pro odhad její velikosti.  
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Srovnání CUSUM a Shewhartových regulačních diagramů  



jx

x

diagram pro individuální hodnoty  

diagram pro  výběrové průměry 

CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu 

diagram CUSUM pro individuální hodnoty  

- z hlediska detekce malých přetrvávajících změn účinnější  

     než  diagram pro průměry  

- vhodný nástroj regulace spojitých výrobních procesů a diskrétních  

     procesů, kde automatické měření každé vyrobené jednotky je  

     nedílnou součástí výrobního procesu  
 

 
Předpoklady: 

• normální rozdělení s parametry μ a δ2 (známé) 

• nezávislost naměřených hodnot 

• cílová hodnota = požadovaná úroveň střední hodnoty procesu 0 

Diagram CUSUM s rozhodovacími mezemi  



CUSUM pro individuální hodnoty  
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CUSUM  pro průměry 
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SW Statgraphics Centurion 

CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu 
Statistika Cj 
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SW Minitab 

CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu 
Statistika Cj 

CUSUM pro individuální hodnoty  

CUSUM  pro průměry 
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CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu 
Statistika Cj 



Pokud některá hodnota překročí rozhodovací mez H nebo 

některá hodnota leží pod mezí –H 

- proces je považován za statisticky nezvládnutý, tzn., 

- proces se s velkou pravděpodobností posunul na nežádoucí 

úroveň. 
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CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu 
Interpretace 



 
Standardizovaný CUSUM 

 
 

)](,max[ kuSS jjj 





)](,min[ kuSS jjj 




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



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



 jjj SukS

      

ju jx

 /)(  jj xu

- standardizovaná hodnot naměřené hodnoty  

:  

CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu 



 
Návrh optimálního CUSUM 

 
 Optimální kombinace parametrů K (k) a H (h) 

])(,max[

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
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CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu  

K   referenční hodnota 

H (h)  rozhodovací meze 



Optimální hodnota K referenční hodnota 
   
- zaručí nejkratší ARL(δkr)  






 
K 





kr
=  

-  nežádoucí (kritická) střední hodnota procesu 

-  cílová střední hodnota procesu 

 - absolutní velikost nežádoucího posunu 
střední hodnoty procesu, který lze rovněž 
vyjádřit ve standardizovaném tvaru 
počtem směrodatných odchylek  

   procesu 

  -

μ0  

μ1  

LSL  

USL  

δkr σ 

kK  nkK /

CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu   
Návrh optimálního CUSUM 

 

      - cílová střední hodnota procesu 
kr



Optimální hodnota H  
- zaručí v kombinaci se zvoleným K požadovanou hodnotu ARL(0) 

hH  nhH 

             k 0,25 0,5 0,75 1,0 1,25 1,5 1,75 2,0 

ARL(0) h 

    50 4,419 2,850 2,037 1,532 1,164 0,861 0,587 0,329 

  100 5,597 3,502 2,481 1,874 1,458 1,131 0,847 0,582 

  250 7,267 4,389 3,080 2,323 1,830 1,466 1,164 0,892 

  370 8,010 4,773 3,339 2,516 1,986 1,604 1,293 1,017 

  500 8,585 5,070 3,538 2,665 2,105 1,708 1,390 1,110 

1000 9,930 5,756 3,998 3,009 2,378 1,942 1,606 1,317 

Tabulky – (Hawkins, 1998), (Lucas, 1976), (Hawkins, 1993) 
Nomogramy -  (Kemp, 1962), (Goe, 1971), (Lucas, 1976) 

Hodnoty h jako funkce k a ARL(0) pro oboustranný  CUSUM   

CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu   
Návrh optimálního CUSUM 

 



Řešení pomocí SW Statgrahics 

CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu  
 

Návrh optimálního CUSUM 
 



ARL hodnoty pro k = 0,5 a h = 4 nebo h = 5 (dvoustranný CUSUM) 
  Varianta 1 Varianta 2 

δ k = 0,5; h = 4 k = 0,5; h = 5 

0 167,7 465,7 

0,25   74,2 139,5 

0,5   26,6   38,0 

0,75   13,3   17,0 

1,0 dkr     8,4   10,4 

1,25     6,1     7,4 

1,5     4,7     5,7 

1,75     3,9     4,7 

2,0     3,3     4,0 

CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu   
Návrh optimálního CUSUM 

 



Příklad 
-     cílová hodnota μ0 byla stanovena 1050 [N∙s∙m-2]  

- hodnota směrodatné odchylky procesu σ = 25 [ N∙s∙m-2]  

- individuální měření 

- na základě dřívějších měření lze předpokládat, že data mají normální rozdělení a 
jsou nezávislá 

- Velikost nežádoucí změny: 0,5σ, tj. δkr = 0,5 

- ARL(0) = 370 








 ,

,


krK





 ,

,



K
k

             k 0,25 0,5 0,75 1,0 1,25 1,5 1,75 2,0 

ARL(0) h 

    50 4,419 2,850 2,037 1,532 1,164 0,861 0,587 0,329 

  100 5,597 3,502 2,481 1,874 1,458 1,131 0,847 0,582 

  250 7,267 4,389 3,080 2,323 1,830 1,466 1,164 0,892 

  370 8,010 4,773 3,339 2,516 1,986 1,604 1,293 1,017 

  500 8,585 5,070 3,538 2,665 2,105 1,708 1,390 1,110 

1000 9,930 5,756 3,998 3,009 2,378 1,942 1,606 1,317 

 ,,hH

CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu  
 

Návrh optimálního CUSUM 
 

 ,h



CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu  
 

Návrh optimálního CUSUM 
 

Řešení pomocí SW Statgraphics 



  ČSN ISO 7870-4 

 Tabulka 9  
skupiny po třech běžných kombinací k a h:  
       Schémata CS1 
       - kombinace vhodné v případě potřeby delších ARL(0), tj. 
          v oblasti 700 –1000 
      Schémata CS2 
      - kombinace spojené s kratšími ARL(0), tj. 140–200 
v obou skupinách 3 kombinace 
 1. pro δkr   0,75 
 2. pro δkr  od 0,75 do 1,5  
 3. pro δkr  ˃ 1,5 

 
Tabulka 10  
- hodnoty ARL pro všechna schémata  

CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu  
 

Návrh optimálního CUSUM 
 



FIR CUSUM 

FIR (Fast Initial Response) CUSUM, tj. CUSUM s rychlou počáteční odezvou 

 

• cílem zlepšit účinnost metody CUSUM při spuštění procesu, který není ve 

statisticky zvládnutém stavu 

 

• počáteční hodnoty se     a       se nepoloží rovny nule, ale určité nenulové 

hodnotě, zvané startovací hodnota (headstart) 

 

• doporučuje se používat jako startovací hodnotu = H / 2 (Lucas, 1982)  

 


C


C

CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu  



Příklad 
• cílová hodnota       =  100  

• směrodatná odchylka procesu σ = 2 

• rozsahu podskupiny n = 5 

• nežádoucí střední hodnota procesu      = 110 

• ARL(0) = 370  

• K = 10 / 2 = 5 ,  k = 5 /              = 0,559 

• parametr h pak byl stanoven tak, aby se ARL(0) rovnalo hodnotě 370,  

        tj. h = 4,346; odtud H = 38,9 

• střední hodnota procesu je od počátku rovna 110, tzn., že proces je statisticky 
nezvládnutý 


C =H / 2, tj. 19,436  

C  = -H / 2, tj. -19,436  



1C


2C

= max(0; 19,436 + (122,0 – 100 - 5)) = 36,436 

 
= max(0; 36,436 + (111,4 – 100 – 5)) = 42,836 

 /
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Příklad 

statisticky nezvládnutý proces 
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Diagram FIR CUSUM – statisticky zvládnutý proces 
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FIR CUSUM 

Příklad 



FIR CUSUM 

Hodnoty ARL pro srovnatelné diagramy CUSUM (standardní a FIR) n = 5 
Sl. 1 Sl. 2 Sl. 3 Sl. 4 

 CUSUM diagram 
pro výběrové 

průměry 
  

k =0,559 
h = 4,346 

FIR CUSUM diagram 
pro výběrové 

průměry 
  

k =0, 559 
h = 4,346 

FIR CUSUM diagram 
pro výběrové 

průměry 
modifikovaný 

k =0, 559 
h = 4,410 

0 370,2 342,2 370,1 

0,5    38,1   29,8   30,8 

1,0    10,0     6,3     6,5 

1,5     5,4     3,2     3,3 

2,0     3,7     2,2     2,3 
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Detekce větších odchylek 

Srovnání účinnosti CUSUM se Shewhartovým regulačním diagramem 
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Kombinované schéma Shewhart-CUSUM 

Statistika  Meze  

 SCL, SCL 

 h 

-h 

 /)(  jj xu

)](,max[ kuSS jjj 





)](,min[ kuSS jjj 





      Doporučení: (Lucas, 1982).  

Proces je považován za statisticky nezvládnutý jak v případě, že  

jS ˃ h  nebo  

jS < −h      a                             nebo   ˃ SCL ju < −SCL 

CUSUM pro regulaci střední hodnoty procesu  
Zlepšení detekce větších odchylek 

k h SCL 

0,5 4 3,5 

0,5 5 4,0 

ju



Postup při nepřesném odhadu parametrů procesu 

Samo-startovací CUSUM  
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1. Výpočet aktualizovaného (průběžného) průměru Wj a  
       aktualizované (průběžné) výběrové směrodatné odchylky sj 

jxxxx jjjj )/(  

jxxjWW jjjj / )( )(
2

  1

 jWs jj  / pro j = 2, 3, ... 

pro j = 2, 3, …,  

pro j = 1,2,…)  

Samo-startovací CUSUM 



2. Standardizace každé naměřené hodnoty xj 

 





j

jj
j

s

xx
T pro j = 3, 4,… 

3. Výpočet součinu ajTj,  kde  

j

j
a j




4. Nalezení hodnoty Fj-2(ajTj) pro každé j, kde Fj-2(.) je hodnota 
distribuční funkce Studentova rozdělení s j−2 stupni volnosti 

Samo-startovací CUSUM  



5. Transformace na proměnnou Uj, která má normované normální 
rozdělení, a to pomocí inverzní distribuční funkce normovaného 
normálního rozdělení  

 

)]([
1

jjjj TaFU 




6. Návrh parametrů k a h a konstrukce standardizovaného 
diagramu CUSUM pro individuální hodnoty 

jU

Doporučení Hawkins (1998):  
doplnit o klasický Shewhartův diagram pro individuální 
hodnoty      s CL = 0, LCL = -3, UCL = 3 pro regulaci 
sporadických zvláštních změn 

Samo-startovací CUSUM  



Tabulka pro výpočet samo-startovacího CUSUM 

j xj Wj sj Tj ajTj Fj-2(ajTj) Uj 

1 1071,36 1071,36 0 - - - - - 
2 1043,43 1057,40 390,04 19,75 - - - - 
3 1027,35 1047,38 991,84 22,27 −1,52 −1,24 0,22 −0,79 

4 1010,16 1038,08 2030,84 26,02 −1,67 −1,45 0,14 −1,07 

5 1093,47 1049,15 4485,75 33,49   2,13   1,90 0,92   1,43 

6 1043,24 1048,17 4514,87 30,05 −0,18 −0,16 0,44 −0,15 

7 1056,50 1049,36 4574,37 27,61   0,28   0,26 0,60   0,25 

8 1068,77 1051,79 4904,07 26,47   0,70   0,66 0,73   0,62 

jx

Samo-startovací CUSUM - příklad  
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Postup při porušení normality 

• Transformace dat (Chou, 1998) 
 

• Robustifikace (Lucas, 1982)  

 
      - winzorizace (Hawkins, 1998), (Hawkins, 1993) 
 
      - úprava parametrů k a h standardního CUSUM 

 
- při malých  hodnotách  parametru k a velkých  hodnotách 

parametru h je efekt nenormality méně kritický než při větších 
hodnotách k 

 
        - h se zvýší a k se přizpůsobí 
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CUSUM pro regulaci inherentní variability procesu 

 /)(  jj xu






,

,j

j

u


],max[




 jjj VkvV

] ,max[




 jjj VvkV






 VV

Doporučení (Hawkins (1998): 

- použití nenulové startovací hodnoty 



CUSUM pro atributy 

1max(0, )j j jC C x K   j = 1, 2, ... 

xj je hodnota náhodné veličiny s Poissonovým rozdělením Po(m) 

1 0

1 0ln ln
K

 

 




 1 0

ln

ln ln
H



 
 



α - riziko zbytečného signálu  
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1max(0, )j j jC C x K          j = 1, 2, ...  

 xj - hodnota náhodné veličiny s binomickým rozdělením Bi(n, p)  

0
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α - riziko zbytečného signálu  

CUSUM pro atributy 

CUSUM pro počet neshodných jednotek 



CUSUM pro řídké jevy 

Diagram CUSUM - založen na geometrickém nebo obecněji 
negativně binomickém rozdělení  

 
CCC-CUSUM 

CUSUM pro atributy 
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