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Aktualizace pravdépodobnosti na zikladé Bayesovy véty

Milan Holicky, Klokneriv dstav CVUT v Praze

Souhrn

Nejistoty technickych systémi lze rozdélit na néhodnosti a noetické (védomostni)
nejistoty. Néahodnosti zahrnuji vlastni (pfirozené) proménlivosti, noetické nejistoty zahrnuji
statistické a modelové nejistoty, neuréitosti a nedostateéné znalosti. Pfi popisu nejistot se
uplatiuje fyzikéalni (objektivni) i Bayesovskéd (subjektivni) interpretace pravdépodobnosti.
Fyzikdlni interpretace, kterd navazuje na klasickou definici pravdépodobnosti, vsak
v nékterych praktickych aplikacich selhdva. V téchto piipadech se 1&inné uplatiuje
Bayesovska interpretace, kterd je vsoucasné dob& podepfena axiomatickou definici
pravdépodobnosti. Souvisejici koncepce podminéné pravdépodobnosti. véta o uplné
pravdépodobnosti a Bayesova véta se efektivné uplatiiuji pii aktualizaci pravdépodobnosti na
zdkladé apriornich poznatkti a nové ziskanych informaci. Na zakladé Bayesovy véty se
v nedavné dobé rychle rozvijeji tak zvané Bayesovské (pficinné) sité, které nachazeji Siroké
uplatnéni v fadé technickych i jinych oblasti.

1 Nahodny jev

Teorie pravdépodobnosti se snaZi popsat nejistoty, se kterymi se setkava fada
technickych i jinych oblasti. Ukazuje se, Ze teorii spolehlivosti stavebnich konstrukei se
stfetdva s fadou nejistot [1], které lze rozdélit do dvou hlavnich skupin.

Nahodnosti (aleatoric uncertainty), které zahrnuji predevsim

- pfirozenou proménlivost.
Noetické (védomostni) nejistoty (epistemic uncertainty), které zahrnuji
- statistické nejistoty,
- modelové nejistoty,
neurcitosti, vagnosti,
nedostatek znalosti.

Klasicka teorie pravdépodobnosti se opira o nékolik zdkladnich pojmt, mezi néZ patii
pokus, nahodny jev, jevové pole. Pokusem se obecné rozumi realizace uréitého souboru
podminek 7. Klasické pojeti teorie pravdépodobnosti tedy pfedpoklada. ze pokusy lze
libovolné opakovat (napf. hazeni hraci kostkou, zat&Zovaci zkouSky betonové krychle).
Vysledek kazdého pokusu je pak popsdn vyrokem, ktery umoziuje jednoznaéné rozhodnout.
zda ur€ity jev nastal ¢i nenastal.

Rozsahlé praktické aplikace obecnych pojmii a postupt ve skute¢nych podminkach
viak s predstavou libovolng opakovatelnych pokusi, z nichz kazdy vede k jednoznaénému
vysledku (i kdyz pfedem nezndmému), nevystaéi. Moderni teorie pravdépodobnosti proto
piijimd obecnéjsi pojeti, pii kterém se terminy pokus, jev a jevové pole opiraji o obecnou
teorii mnozin, kterou lze uplatnit pfi popisu nejen nahodnosti ale i ostatnich noetickych
nejistot.

Termin pokus ma proto dale Siroky vyznam: zahrnuje takové realizace podminek 7,
které lze ve skuteCnosti libovolng opakovat, ale i takové pokusy, které lze uskute¢nit pouze
jednou, nebo viibee ne (popk. pouze hypoteticky). Dilezité Jsou v kazdém piipadé podminky
7. které je tieba co nejpresnéji a nejuplnéji vymezit, a k nim2 je tieba vysledky pokusu a
jejich praktické interpretace soustavné vztahovat. Porovnavéni pokusti provedenych za
odliSnych podminek muze vést k zavaznym chybim a nedorozuméni. Popis pfisluiného
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souboru podminek a jejich ovéreni by se proto mélo stat nedilnou soucasti kazdého
pravdépodobnostniho rozboru.

Teorie pravdépodobnosti se zabyva takovymi pokusy, jejichZz vysledek neni predem
jednoznaéné uren prislusnym souborem podminek 7z popf. takovymi pokusy. pro néz soubor
podminek, ktery by vedl Kk jednoznaénému vysledku, nelze pii pokusech zajistit, nebo ktery
neni viibec zndm (znama je pouze ¢&ast takového souboru). Pokusu tohoto druhu se fika
nahodny pokus. Vysledek nahodného pokusu popisuji jevy, které pii realizaci podminek 7
mohou, ale nemusi nastat. Takové jevy se nazyvaji nahodné jevy a oznacuji se obvykle
velkym pismenem z poatku abecedy, napi. 4 nebo B (popi. s indexem). Jev, ktery nutné
nastane pfi kazdé realizaci podminek 7, je jev jisty — ozna¢ime jej U; jev, ktery nemuze nikdy
nastat, je jev nemozny — ozna¢ime jej V.

Jevovym polem A ur€itého nahodného pokusu rozumime vsechny jevy, které mohou
nastat realizaci stanoveného souboru podminek =z tj. mohou byt vysledkem pfislusného
pokusu. Jevové pole mize byt kone¢né (hazeni hraci kostkou), nebo nekoneéné (zkoudeni
betonové krychle ve zkuSebnim stroji). V nékterych piipadech lze nalézt systém
elementarnich jevi, tj. takovych jevi, které nelze dale délit (pfi hodu hraci kostkou padnuti
jednoho z ¢isel 1 az 6). V jinych pfipadech systém elementarnich jevii neni zifejmy nebo
neexistuje (zkouseni krychle ve zku$ebnim stroji).

Uvedené zakladni pojmy nahodny pokus, soubor podminek 7 jev a jevové pole jsou
osvétleny na tfech jednoduchych pfikladech, které jsou neoddélitelnou souddsti tohoto
struéného souhrnu. Kromeé podrobného dopliujiciho vykladu zakladnich pojmi, zafazené
pfiklady uvadéji nékteré obecnéjsi poznatky a poukazuji na nesnaze pfi popisu skuteénych
podminek matematickymi prostredky a na nezbytnost piijimat zjednodugujici pfedpoklady.

Priklad 1. Tradicnim (a z instruktivniho hlediska velmi uzite¢nym) piikladem je
nahodny pokus spocivajici ve vrhu hraci kostkou. Soubor podminek 7z je trividlni: hraci
kostka je vyvazena a symetricka, hod se provadi tak, aby se neovliviiovala poloha kostky pfi
dopadu. Jev jisty U/ zna¢i padnuti nékterého z ¢isel 1, 2, 3, 4, 5, 6, jev nemozny } padnuti
ostatnich ¢isel. Elementarni jevy E,, i = 1, 2 az 6, které nelze dale délit, ozna¢uji padnuti ¢isla
i=1,2 az 6. Pokud je splnén uvedeny soubor podminek 7z je vyskyt kazdého elementarniho
jevu E; stejné mozny. V tomto pfipadé fikame, ze jde o systém stejné moznych elementarnich
jevl. Dal$i nahodné jevy lze oznacit napf. takto: 4, = E; padnuti ¢isla 1, 4, = E; U Eq UEs
padnuti ¢isla délitelného dvéma, 43 = E; U E, padnuti ¢isla délitelného tfemi, 44 = E; U Ey U
Ey W Eg padnuti ¢isla délitelného dvéma nebo tfemi apod. Jevové pole A (1j. souhrn viech
moznych jevi, které mohou nastat pfi hodu) je v tomto pfipadé zfejmé koneéné.

Priklad 2. VySetfuje se krychelnd pevnost betonu, ndhodny pokus spodiva
v zatézovéani betonové krychle ve zkuSebnim lisu. Soubor podminek # zahrnuje sloZeni,
zpracovani a stafi betonu, rozméry krychle, zpisob zatéZzovani apod. Za ndhodny jev se
povazuje poruseni betonové krychle pii ur€ité hladiné zatizeni. Bude-li zatiZzeni dostate¢né
vysoké, dojde k poruseni vzdy, pfi nizkém zatizeni nedojde k poruseni nikdy, pfi hodnotach
zatizeni odpovidajicich charakteristické hodnoté krychelné pevnosti betonu k poruseni muze
dojit (napf. v 5% piipadi), ale nemusi (napi. v 95% piipadi). Elementarni jevy je mozné
definovat pouze aproximativné, napf. prostfednictvim systému stejné Sirokych intervalli v
uréitém oboru. Nepochybné nejde o systém stejné moznych jevi. Jevové pole A obsahuje
libovolny jednostranné nebo oboustranné ohranic¢eny interval a je tedy nekone¢né.

Priklad 3. Pfedstavme si, ze budeme hazet Sipkou na tabuli; kazdy hod predstavuje
jednu realizaci ndhodného pokusu. Soubor podminek zahrnuje vzdalenost tabule, jeji velikost,
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druh Sipky a ostatni podminky hazeni. Pfedpokladame, Ze kazdy bod tabule mize byt zasazen
stejné ¢asto, a ze tabuli nikdy nemineme (nepochybné velmi sporné predpoklady). Zasah celé
tabule je tedy jev jisty /. Nemozny jev V je hod mimo tabuli. Nihodny jev vsak muze
spocivat v zasazeni kterékoliv mensi oblasti 4 nakreslené na tabuli (obrazek 1) nebo nékteré
kombinace takovych oblasti. Systém viech moznych oblasti tabule predstavuje nekoneéné
jevoveé pole.

U

Obr. 1. Priklad hazeni $ipkou na tabuli - Venntv diagram.

Uvedené piiklady vedou k obvyklému zndzornéni ndhodnych jevii (viz obrazek 1)
pomoci plosnych obrazeli, které se vyuzivaji pro ilustraci vzdjemnych vztahit mezi
nahodnymi jevy 4, B, C.... (v literatufe se takové znazornéni oznacuje jako Venniiv diagram).
Na obrazku 1 je jev jisty U znizornén celym obdélnikem. dva nahodné jevy 4 a B jsou
schematicky zndzornény ovaly. Uved'me zdkladni vztahy mezi jevy 4 a B, které vedou k
definici dalSich dilezitych pojmu a k odvozeni nékterych obecnych relaci mezi nahodnymi
Jevy. VSechny niZe uvazované vztahy a kombinace ndhodnych jevii je mozno zndzornit
pomoci plosnych diagramii.

JestliZe pfi kazdé realizaci podminek 7, pfi které nastal jev A4, nastane i jev B, fikdme,
ze jev 4 implikuje jev B, coz se zpravidla symbolicky zapisuje vyrazem 4 < B. Jestlize pFi
kazdé realizaci podminek 7 nastane soucasné jak jev 4, tak jev B, nastane primik obou jevi
oznateny A N B. Jestlize pfi kazdé realizaci podminek 7 nastane aspori jeden z jevii 4 a B,
nastane sjednoceni obou jevii oznacené 4 U B, jestlize nastane jev A4, ale nenastane jev B,
nastane rozdil téchto jevii 4 — B. Jevy 4 a A jsou jevy dopliikové, (fkiame také, ze jev A je
opacny k jevu A4), jestlize soucasné plati 4 VA= Ua 4 nA= V. Lze ukazat, Ze pro pranik a
sjednoceni ndhodnych jeva plati nasledujici jednoduchd pravidla (komutativni, asociativni a
distributivni zakon):

ANB=BNnA, AuB =BUA (nH
ANB)NC =An(BNC), (AuBUC=4uU((Bu(Q) (2)
ANB)UC =AVO)NBUO)L,AVBN O =AUB N AU(D) (3)

Tato zékladni pravidla vedou k definici slozZitéjSich relaci pro prinik a sjednoceni systému
jevi 4;:
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Pii praktickém vypoétu pravdépodobnosti slozitych jevii se nékdy Gc¢inné uplatiiuji
nasledujici pravidla (tak zvana de Morganova pravidla), jejichZ platnost plyne z predchozich

vztahu
| iA, =4V Vi 4,
’ (5)

(J4 =44 n..A4,

i

Pouziti téchto pravidel je patrné z néasledujicich dvou pfikladi.

Priklad 4. Jednoduchy sériovy systém je podle obrazku 2 sestaven ze dvou prvki a
zatizen dvojici sil o velikosti P. Porucha systému F miize nastat poruchou F) prvku 1 nebo
poruchou /5 prvku 2:

F=FUF;
Bezporuchovy stav F je popséan jevem, pro ktery ze vztahu (5) plyne vztah

F=FURK=FnF

O
o
Q

v

Obr. 2. Sériovy systém.

Priklad 5. Mésto C je zasobovano vodou ze dvou zdrojii 4 a B potrubim, které ma tii
samostatné vétve 1, 2 a 3 (viz schéma na obrazku 3). Oznaéme F| poruchu vétve 1, F»
poruchu vétve 2 a F poruchu vétve 3. Jestlize kazdy ze zdrojit 4 a B ma dostate¢nou kapacitu
k zasobovani mésta C, pak nedostatek vody v mésté je popsin jevem (F, NFR)UR, t.
nastane soucasné porucha ve vétvich 1 a 2 nebo porucha ve vétvi 3. Pro rozbor tohoto jevu
muze byt viak celné sledovat dopliikovy jev popisujici dostatek vody v mésté C. Podle de
Morganovych pravidel (5) je doplikovy jev, tj. dostatek vody v mésté C popsan jevem

(ANR)UFR=(FulK)nE

kde jev (F U F;) piedstavuje dostatek vody v misté spojeni vétvi 1 a 2. ktery je soucdasné
J 1Y) p : y poj Yl
pocatkem vétve 3.




K

B

Obr. 3. Systém dodavky vody ze zdroji 4 a B do mésta C.

Priklad 6. Uvazujme staticky ur¢itou pfihradovou konstrukei podle obrizku 4, ktera
se sklada ze sedmi pruth a je zatizena dvojici sil 2. Ukolem je popsat jev F., Ze nastala
porucha konstrukce. Oznaéme F; jev, Ze nastala porucha prvkui=1, 2, ..., 7.

Obr. 4. Staticky ur¢ita prihradovi konstrukee.

Porucha celé konstrukce (jev F) nastane, jestlize dojde k porue aspori jednoho ze sedmi
prvku. Plati tedy

7
F=|JF
I
S ohledem na vyrobni podminky jednotlivych prvkii mohou byt jevy F, vzajemné
zavislé a nejsou tedy disjunktni. PF vypoftu pravdépodobnosti poruchy miZe byt pak
vyhodné pracovat s dopliikovym jevem F , pro ktery podle de Morganovych pravidel (5) plati

Podobny obrat se c¢asto s vyhodou vyuZiva pii pravdépodobnostnim rozboru
slozitéjsich technickych systému .

Pfipomeneme je$té nékteré dalsi dilezité pojmy. Rikame, Ze systém jevi A, tvori

uplny systém jevi, jestlize jejich sjednoceni je jev jisty U. P¥i rozboru slozitych jevi se nékdy
uplatiiuje Gplny systém navzajem disjunktnich jevi.
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2 Definice pravdépodobnosti

Definice pravdépodobnosti prosla pouénym vyvojem, ktery vypovida o pozoruhodném
rozvoji teorie pravdépodobnosti i jejich praktickych aplikacich. Klasicka definice
pravdépodobnosti se opird o Gplny systém elementarnich jevii. Necht' se jev 4 rozpada na m z
celkoveho poctu # stejné moznych elementarnich jevi, ktery je vytvoren Gplnym systémem
navzdjem disjunktnich jevii. Pravdépodobnost jevu 4 je pak dina podilem

P(A)=m/n (6)

Pro takto definovanou pravdépodobnost ziejmé plati
0<PA)=m/n<| (7)
P(U)=n/n=1,P()=0/n=0 (8)

Pro systém navzdjem disjunktnich jevli 4, lze déle ukézat, Ze pravdépodobnost
sjednoceni téchto jevi je dana vztahem

P[Dzl,]:iP(A,-) (9)

Klasicka definice pravdépodobnosti zcela vyhovuje v fadé elementarnich pFipadii,
jako je hazeni hraci kostkou v prikladu 1. Jestlize vSak hraci kostka nebude soumérna,
klasicka definice o¢ividné selhava. Pfiklady 2 a 3 dale naznacuji, Ze v praktickych piipadech
nelze vystacit s kone¢nym systémem elementérnich jevii. Ve snaze fesit tyto nedostatky se
postupné objevily dalsi definice pravdépodobnosti.

Geometrické definice pravdépodobnosti navazuje na hizeni $ipkou v piikladu 3. Podle
této definice je pravdépodobnost jevu 4 podilem jeho ploiného obsahu obs(4) a obsahu
jistého jevu U obs (U), tedy podilem

P(A4) = obs (4) / obs (1)) (10)

a snazi se odstranit nedostatek, kterym je v klasické definici pfiklad koneéného podtu
elementérnich jevi. Ale ani tato definice neobstoji pfi namitce, Ze ne viechny body na tabuli
(jev U) maji stejnou moznost vyskytu a "obsah" neni tedy odpovidajici mirou vyskytu.
Tomuto nedostatku se snazi vyhnout dal3i pokusy o definici pravdépodobnosti.

Statistickd definice pravdépodobnosti vychazi z vysledkii mnohokrat opakovaného
pokusu. UvaZzujme posloupnost n realizaci néjakého pokusu. Necht' pfi téchto » pokusech
nastane ur€ity jev 4 v m(d) pokusech. Ukazuje se, Ze relativni &etnost vyskytu jevu A, tj.
zlomek m(A)/n, zachovéva pfi dosti velkém n témé&f konstantni hodnotu; vét§i odchylky od
této hodnoty jsou tim vzacngjsi, ¢im je n vét3i. Tento tkaz se nazyvé statistickou stabilitou
relativnich ¢etnosti, tj. podilt m(4)/n. Hodnota, ke které se bliZi relativni ¢etnost m(A)/n pii
zvySujicim se n—oo, se prijima za objektivni miru vyskytu sledovaného jevu a nazyvé se
pravdépodobnosti P(4) jevu 4:

P(A)= lim miA)

L |

(1)

U statistické definice pravdépodobnosti, ktera je vézéna na vysledky pokusii, piisobi
viak statisticka konvergence (tj. limita posloupnosti hodnot ziskanych jako ndhodné
vysledky) velké nesnaze.

Klasickd, geometrickd i statisticki definice pravdépodobnosti se  snazi
pravdépodobnost nejen definovat, ale i navrhnout pravidlo k jejimu vypoétu. Zfejmé je to
pozadavek piili§ vysoky, ne-li nemozny.
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Dlouhodoba snaha o definovani zakladnich pojmi teorie pravdépodobnosti je dnes
dovriena vytvofenim tzv. axiomatického systému, pfijatého a uznavaného na celém svéte.
Axiomaticky systém pouze definuje pojem pravdépodobnosti a jeji vlastnosti, neudava viak
zadny prakticky navod k jejimu stanoveni.

Viimnéme si, Ze rovnmice (7) az (9), zachycuji spoleéné vlastnosti klasické,
geometrické i statistické definice pravdépodobnosti:

1/ pravdépodobnost jistého jevu je rovna jedné;

2/ pravdépodobnost nemozného jevu je rovna nule;

3/ jestlize nédhodny jev A je sjednocenim &ésteénych a vzdjemné disjunktnich jeva
Ay A, ..., Ay, pak pravdépodobnost jevu 4 je rovna souctu pravdépodobnosti ¢astenych jevi.

Axiomaticka definice pravdépodobnosti tyto obecné vlastnosti predklada ve formé
axiomul. Pravdépodobnost P je redlna funkce, definovand na jevovém poli A nad jistym jevem
U/'s témito vlastnostmi:

1. Je-lid e A, pak

P(A4)=20 (12)
2. Pro jisty jev U plati

(L) =1 (13)
3.Je-lid; e A,i=1.2, ... aje-li pro libovolna iaj A, N4, = V. pak

o

P[OA,]zZP(A,) (14)

=1

Uvedené tfi axiomy vyhovuji nejen predchozim definicim pravdépodobnosti, ale i
novejsimu pojeti pravdépodobnosti jako miry splnéni ur¢itého vyroku nebo pozadavku, ktera
je stanovena ¢asto pouze intuitivng a subjektivné (jako expertni usudek). V téchto pfipadech
se tedy zcela upousti od predstavy reprodukovatelnych (opakovatelnych) nahodnych pokusu,
které jsou zakladem pro stanoveni pravdépodobnosti uréitého jevu.

Poznamendme, Ze vmoderni teorii pravdépodobnosti se prostfednictvim shora
uvedenych axiomii pfechazi na obecnou teorii miry. Pravdépodobnost je pak definovana jako
nezapornd aditivni funkce mnozZin, kterou si lze predstavit jako zobecnéni pojmu "obsah" v
geometrické definici. V této souvislosti se ¢asto hovofi o dvou zakladnich interpretacich
pravdépodobnosti.

* Fyzikélni (objektivni) pravdépodobnost - navazuje na klasickou definici
pravdépodobnosti jako relativni frekvence, pfirozeny trend, Ze jev nastane (logicka
pravdépodobnost).

* Bayesovskd (subjektivni) pravdépodobnost - mira presvédéeni (vérohodnosti) s jakou
dostupné informace podporuji ur¢ity vyrok nebo uskuteénéni uréitého jevu.
Fyzikalni interpretace pravdépodobnosti se uplatni predevim u nidhodnosti (pfirozené
proménlivosti), Bayesovska interpretace se s vyhodnou uplatiuje u ostatnich noetickych
nejistot.

3 Zikladni pravidla pro vypoéet pravdépodobnosti

PFi vypoctu pravdépodobnosti jsou uziteéna daldi pravidla, jejichz platnost lze odvodit
z rovnic (6) az (9); popt. z axiomu (12) az (14).

Necht' 4;,7=1,2, ... n, tvofi Gplny systém jevi. Pak ziejmé plati

P J4)=Pw)=1 (15)

i=]
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Jestlize jev A4 je sjednocenim ¢éastecnych navzajem disjunktnich jeva 4,, i =1, 2, ..., n,
lze napsat

P(A)=P(J4)=> P(4) (16)
i=l i=l

Pro libovolné dva jevy 4 a B (které nemusi byt disjunktni) plati pro pravdépodobnost
jejich sjednoceni véta o souétu pravdépodobnosti

P(AUBY=P(A)+ P(B)-P(4AN B) (17)

ktera plyne z (16) pro navzijem disjunktni jevy 4 a B — (4 n B), jejichz sjednocenim je
sledovany jev 4 w B.

Jestlize 4,, i =1, 2, ..., n, je Gplny systém navzajem disjunktnich jevil, pak z rovnice
(15) dostaneme

P J4)=> P(4)=P)=1 (18)
=1 =1
Pro doplitkové jevy 4 a A z rovnice (18) vyplyva

P(A)=1-P(4) (19)

Priklad 7. Stanovme pravdépodobnost bezporuchového stavu sériového systému
podle pfikladu 4. Necht’ P(F)) = 0,05, P(F3) = 0,05 a P(Fy, ~ F5) = 0,02. Pak vzhledem ke
vztahu (17) zjistime

P(F, U Fy) = P(F) + P(Fy) - P(F, A F3) = 0,05 + 0,05 — 0,02 = 0,08

Viimnéme si, Ze jevy F| a F; nejsou disjunktni (souasné miize dojit poruseni obou
prvki); kdyby byly disjunktni, pak by pravdépodobnost poruchy byla 0,10. Dalsi podrobnosti
k tomuto pfikladu poskytne véta o soucinu pravdépodobnosti, ktera je uvedena v nasledujicim
oddilu.

4 Podminéna pravdépodobnost

Podminénd pravdépodobnost P(4|B) jevu 4 za dopliiujici podminky, Zze soutasné
(nebo predem) nastal jiny jev B, jehoz pravdépodobnost je nenulové, je dilezitym pojmem
modernich postupli teorie pravdépodobnosti, ktery se €asto uplatiiuje také v teorii
spolehlivosti. Podminéna pravdépodobnost P(4|B) je definovana vztahem

P(A|B)=P(4 m B) / P(B) (20)

Z tohoto vztahu vychazi tak zvané Bayesovské pojeti teorie pravdépodobnosti
(Thomas Bayes (1702 az 1761)). DileZita zjednoduseni vztahu (20) plati pro dva zvlastni
pfipady. Jestlize jevy 4 a B jsou disjunktni, tj. plati 4 N B =V, pak P(4|B) = 0, jestlize jev A
implikuje jev B, tj. plati A c B, pak P(4|B) = P(4) / P(B), jestlize naopak B c 4, pak P(4|B) =
1. Tyto vlastnosti plynou bezprostfedné ze zikladnich vlastnosti pravdépodobnosti uvedenych
v oddilech 2 a 3.

Z rovnice (20) plyne obecné pravidlo pro souéin pravdépodobnosti

P(4 ~ B) =P(B) P(4|B) (21)

Vsimnéme si opét zvlastnich pripadu. Jestlize jevy 4 a B jsou disjunktni, tj. plati 4 N

B=V, pak P(4|B) = 0 a také P(4 m B) = 0; jestlize A c B, pak P(4|B) = P(4) / P(B) a P(4 N
B) =P(A): jestlize naopak B — A, pak P(4|B) =1 a P(4 " B) = P(B).

Rikdme, 7e jevy 4 a B jsou nezavislé (vyskyt jevu B neovlivni pravdépodobnost

vyskytu jevu A). jestlize plati P(4|B) = P(A). Zastavme se u shora uvazovanych zvlastnich
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pripadu. Jestlize jevy 4 a B jsou disjunktni, pak jsou zévislé, nebot’ P(4|B) = 0 # P(4) (pokud
nejde o nemozny jev V); jestliZe 4 c B. pak 4 a B jsou zavislé jevy, nebot’ P(4|B) = P(4) /
P(B) # P(A), jestlize naopak B < A. pak jevy 4 a B jsou zavislé, nebot’ P(A4|B) = 1 # P(4). Pro
nezavislé jevy 4 a B tedy plati, Ze nejsou disjunktni, tj. 4 ~ B # V. a dale ze spliuji trividlni
vztahy Az Ba B ¢ A.

Jestlize jevy 4 a B jsou nezavislé (aplatitedy A " B# V. 4z Ba B & A), pak pro né z
rovnice (21) plyne

P(4 n B) = P(4) P(B) (22)

Vztah (22) je vétou o soudinu pravdépodobnosti, podle které pravdépodobnost priniku
(soucasného vyskytu) dvou nezdvislych niahodnych jevii je dana soucinem jejich
pravdépodobnosti.

Priklad 8. Pravdépodobnost poruchy sériového systému podle piikladu 7 mizZe byt s
ohledem na vztah (21) vyjidiena vztahem

P(F) = P(Fpoky )=P(F )+ P(Fy ) =P(FNFy )= P(F )+ P(Fy )~ P(R)P(Fy | F)=0,10- 0,05 P(F | )
Jestlize jevy F| a F; jsou nezavislé, pak P(F3|F|) = P(F>), a tedy
P(F) = P(F, U Fy) =P(F)+ P(F,) - P(F) P(Fy) = 0,10 - 0,0025 = 0,0975
Jestlize jevy F a F; jsou dokonale zivislé (F) ), 1. P(F3|Fy)=1, pak
P(F)=P(F U F,)=P(R)+P(F,)-P(F)=010-0,05 = 0,05

a sériovy systém se v tomto piipadé chova jako jediny prvek. Obecné se viak
pravdépodobnost poruchy uvazovaného sériového systému pohybuje v intervalu od 0,05 do
0,0975 v navaznosti na stupe zavislosti jevil F) a Fy.

Jestlize podle obrazku 2.5 jev 4 miiZe nastat pouze realizaci jednoho z navzijem
disjunktnich jeva B, , i = 1, 2, ..., n (na obrazku 5 je n=5), jejichz pravdépodobnosti jsou
znamy, a jsou-li také znamy podminéné pravdépodobnosti P(4|8)) (podle obrazku 5 je ziejmé
P(A4|Bs5)=0), pak pravdépodobnost jevu 4 miize byt stanovena ze vztahu

4]
P(4)= P(B,)P(4|B,) (23)
=1
ktery se nazyvi véta o tplné pravdépodobnosti.

Bs

Obr. 5. Jev 4 a navzajem disjunktni jevy B,.



5 Bayesova véta

Pii uskutednéni jevu 4 se naskyta pfirozena otazka, ktery z jevl B, vedl k uskute¢néni
jevu 4, tj. jaké je pravdépodobnost jednotlivych hypotéz B,, z nichZ pravé jedna byla splnéna
(viz obrazek 5), jinymi slovy, jaka je pravdépodobnost P(B|4). Ze vztahu (20), (21) a (23)
plyne velmi dulezity vztah

P(B;) P(A4| B))

P(B,| A)=—
D P(B,)P(A|B))

i=l

(24)

ktery se ¢asto nazyva Bayesova véta.

Obecny postup praktického pouziti Bayesovy véty lze popsat pomoci dilezité ivahy z
teorie spolehlivosti stavebnich konstrukei. Jestlize porucha konstrukce, jev 4, mize nastat v
disledku riznych hypotéz B, a z predchozich zkusenosti jsou znamy pravdépodobnosti P(B))
- vyskytu jednotlivych hypotéz B,. a rovnéz jsou znamy podminéné pravdépodobnosti P(A4|B,).
ze nastala porucha A jako nasledek hypotézy B,, pak pravdépodobnost poruchy 4 lze stanovit
z véty pro uplnou pravdépodobnost (23). Jestlize viak porucha A nastala, tj. nastal jev 4, pak
je dulezita otazka pravdépodobnosti jednotlivych hypotéz, které mohly poruchu vyvolat.
Zajimaji nas tedy podminéné pravdépodobnosti P(B,|4). které lze stanovit z Bayesovy véty
(24).

Praktické pouziti vztahti (23) a (24) je patrné z nasledujicich prikladu.

Priklad 9. Pfi hodnoceni existujici Zelezobetonové konstrukce jsou k dispozici
vysledky kontrolnich zkousek, které opraviiuji k pfedpokladu, Zze skuteéna pevnost je nizsi
nez charakteristicka hodnota 20 MPa (jev By) s pravdépodobnosti p;’= P(B;) = 0,05 a vy3si
nez 20 MPa (jev B,) s pravdépodobnosti p,’ = P(B;) = 0,95. K dodateénému ovéfeni jakosti
betonu byla pouzita jednoduchad nedestruktivni metoda, ktera je viak nepfesna. Oznatme A
jev, Ze pevnost betonu stanovend nedestruktivni metodou je vys§i nez 20 MPa. Chyby
nedestruktivni metody lze vyjadfit podminénymi pravdépodobnostmi

P(4|B1) = 0,30, P(4|By) = 0.90

V dusledku nepiesnosti nedestruktivni metody muze byt tedy beton s pevnosti nizsi
nez 20 MPa oznacen za beton s pevnosti vy3ii nez 20 MPa, a to s pravdépodobnosti 0,30, a
beton s pevnosti vy38i nez 20 MPa je oznalen za beton s touto pevnosti pouze s
pravdépodobnosti 0,90.

Pravdépodobnost, Zze nastane jev 4 (nedestruktivni pevnost je oznaCena za vySsi nez
20 MPa) plyne z véty o uplné pravdépodobnosti (23)

P(A)= > P(B,) (4| B;)=0,05%0,30+0,95%0,90 = 0,87
i=l

To znamend, ze nepfesnou nedestruktivni metodou bude stanovena pevnost betonu
vyS§Si nez 20 MPa s pravdépodobnosti 0,87, i1 kdyz pfi absolutné pfesnych zkouskach, tj.
pokud by pro shora uvazované podminéné pravdépodobnosti platilo

P(4|B)) =0, P(4]B;) = 1
pak z rovnice (23) plyne

P(A) = P(B,) P(A| B,)=0,05%0+0,95%1=095

i=1




Z praktického hlediska je v3ak dilezitéjsi jind otazka. Jaka je pravdépodobnost
P(B,|A) hypotézy B,, Ze beton, pro ktery nedestruktivni zkouskou byla stanovena pevnost
vySsi nez 20 MPa (nastal tedy jev 4), ma skutecn& pevnost vy$si nez 20 MPa (a jde tedy o jev
By). Tuto pravdépodobnost lze stanovit pfimo z Bayesovy véty (24) pro prayvdépodobnost
hypotéz

0,98

_PB) P(A|By) _ 0,95+ 0,90
2

P(B,| A)= = - — =
0,05%0.30+0.95%0.90

D P(B,)P(4|B,)

=1

Jestlize tedy nedestruktivni zkouskou vysla pevnost vy3& nez 20 MPa, pak
pravdépodobnost, Ze beton ma skutecné tuto pevnost, se z puvodni hodnoty 0.95 zvysila na
0,98.

Bayesova véta nalézéa Siroké uplatnéni v fadé dalsich praktickych piipadl inzenyrské
praxe, napf. v téch, ve kterych je Zadouci aktualizovat pfedchozi informace o rozdéleni
pravdépodobnosti s ohledem na nové ziskané poznatky. Tento dulezity pravdépodobnostni
postup je uveden v nasledujicim oddilu.

6 Aktualizace pravdépodobnosti

Bayesova véta (24) se Casto aplikuje pfi tak zvané aktualizaci rozdéleni
pravdépodobnosti, ktera se opird o ¢asové oddélené nahodné pokusy (casto opakované).
Stejné jako v oddilu 5 se predpoklada, Ze pravdépodobnosti P(B,) jsou znamy z predchozi
(nekdy casové vzdalené, neur¢ité a pouze subjektivni) zkusenosti. Rikame jim proto pavodni
(apriorni) pravdépodobnosti a oznacuji se jednoduse p;” = P(B,).

S Casovym odstupem se uskuteéni pokusy, pii nichz se zjisti podminéné
pravdépodobnosti P(4|B,) pozorovaného jevu A za predpokladu, Ze nastal prave jev B, a které
lze pokladat za miru vérohodnosti, Ze pfi¢inou jevu A4 byl pravé jev B, Tyto podminéné
pravdépodobnosti, popf. k nim pomérmé hodnoty, se proto nazyvaji vérohodnosti (likelihood)
li = P(A|B)); znacka oc znamena "pomérny k" (vérohodnosti /; nemusi byt tedy nutné
normalizovany na interval < 0, 1 >). Ptame se na aktualizované (aposteriorni, anglicky ¢asto
tak¢ updated) pravdépodobnosti p;"* = P(B|4) jevu (tj. hypotézy) B,, aktualizované s ohledem
na vysledek nového pokusu (jevu 4). Z Bayesovy véty (24) plyne dillezity vztah pro p,"’ ve
tvaru;

e bl

2Bl S 2
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Je ziejmé, Ze vzorec (25) plati obecné pro vérohodnosti /,, které nejsou normalizovany
na interval < 0, 1 > (na rozdil od pravdépodobnosti), a vyjadiuji pouze relativni podil jevi
(hypotéz) B; na pozorovaném jevu 4.

Vztah (25) je zékladem pro aktualizaci pravdépodobnosti, ktera se ¢asto uplatiuje v
fadé inZenyrskych postupl, zejména pfi hodnoceni existujicich konstrukei. Prévé v téchto
pripadech se kombinuji pfedchozi (¢asto subjektivni) informace s aktudlnimi poznatky, tj.
informace o konstrukci v riznych ¢asovych okamzicich, obvykle s velkym ¢asovym
odstupem. Proto je tfeba ovéfit podminky, za kterych byly pfedchozi informace ziskany, a
vyhnout se pokuseni uplatnit nedostatecné znama data, ktera by mohla vést k zavaznym
chybam a k nedorozuméni.



Priklad 10. Sledujme dale Zelezobetonovou Kkonstrukci popsanou v prikladu 9.
Pripomenme, Ze z piedchozich kontrolnich zkouSek jsou znamy puvodni (apriorni)
pravdépodobnosti p,'= P(B)) = 0,05 (pravdépodobnost, Zze skute¢nd pevnost je nizdi nez
charakteristicka hodnota 20 MPa, coz je jev B)) a p;’ = P(B,) = 0,95 (pravdépodobnost, ze
skute¢na pevnost je vyssi nez 20 MPa, jev B;).

Pii nasledném hodnoceni konstrukce byly provedeny dodateéné zkousky pevnosti
betonu pomoci jadrovych vrti, jejichz presnost je dostateéné vysoka (na rozdil od
nedestruktivnich zkoudek v pfedchozim prikladu 9), a k nepfesnostem neni tedy nutno pfi
rozboru vysledku pfihlizet. Tyto zkousky naznacily, ze vérohodnost jevu By je ) o« P(4|B))
=0,2 a vérohodnost jevu B; je [, « P(A4|B;) = 0,8 (uvedené vérohodnosti jsou jiz
normalizovany). Aktualizované (aposteriorni) pravdépodobnosti plynou ze vztahu (25)

P 0,05 % 0,20

by == = =0,01
=, 0,05% 0,20+ 0,95+ 0,80
prl‘f
J=1
" Paly 0,95+0,80
P2 = 2 o

— :0.
0,05%0,20+ 0,95+ 0,80

ZIPJ’.;
JE

Aktualizované (aposteriorni) rozdéleni pravdépodobnosti p,'' je tedy pFiznivéjsi nez
puvodni (apriorni) rozdéleni pravdépodobnosti p, .

Poznamenejme, ze pokud dodate¢né zkousky naznadi, Ze vérohodnosti obou jevii B, a
B; jsou stejné, napi. /| = P(A|B)) = I, = P(4|B;) = 0.5, jsou aktualizované pravdépodobnosti
stejné jako plivodni (p," = p,""). Jestlize by viak rozbor jevu A4 ukézal, ze vérohodnost jevu B,
je Vvy8Si nez jevu By, napi. [} o« P(4|B)) = 0,7 a I « P(A|B;) = 0.3, aposteriorni
pravdépodobnosti se vyrazné zméni:

"__ PM _ 0,05 * 0,70

= = =0,11
&, 0,05%0,70+0,95%030
ZPJ[J
J=l
" ol , \
pr= i _ 0,95+0,30 _089
2 0.05%0,70 + 0,95 0,30

11}11

/=l
Aktualizované (aposteriorni) rozdéleni pravdépodobnosti p,'" je tedy zietelné méné
piiznivé nez phivodni (apriorni) rozdéleni p,’. Vliv plivodniho (apriorniho) rozdéleni se zda
viak stile pfevazujici; vymizi pouze pfi extrémnim rozdéleni vérohodnosti, napt. kdyz se
soucasné /, blizi k jedné (/; o P(4|By) — 1) a [, blizi k nule (/, = P(A|B3) — 0). V praxi se
viak oCekdava spiSe takové rozdéleni vérohodnosti, které se svym tvarem piiblizuje
k apriornimu rozdéleni pravdépodobnosti.

Priklad 11. Velké mnozstvi tazenych prvki existujici konstrukce bylo navrZeno na
zatizeni 2 kN. Pfi pfestavbé konstrukce se viak zatizeni téchto prvki ma zvysit na 2,5 kN.
Predchozi zku3enosti ukazuji, ze prvky jsou schopny pfenadet zatizeni 2,5 kN (jev B) s
pravdépodobnosti pj= P(B) = 0,8 a porusi se s pravdépodobnosti p,= P(B)= 0,2. Navic je
viak z pfedchozi zkusenosti znamo, Ze polovina z téch prvki, které nepfenesou zatiZeni
2,5kN, vyhovi pfi niz§im zatizeni 2,3 kKN (jev A4). S ohledem na tyto poznatky lze
pravdépodobnost pj=P(B) = 0,8 aktualizovat zkouskou jednoho prvku na zatizeni 2,3 kN.
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Predpokladejme, ze zkouska byla uspésna, tj. prvek se pii zatizeni 2.3 kN neporusil. Z
vysledku této zkousky byla odhadnuta vérohodnost jevu B, tj. [; e P(4|B) = 1, ajevu B.1). L
« P(4|B) =0,5. Ze vztahu (25) pak plyne aposteriorni pravdépodobnost
ol 0,80%1,0

LJ
Pl =3

2 0,80%1.0+0,20%0,5
pr{f

=0.89

j=1

Apriorni pravdépodobnost p{= 0,8 je tedy aktualizovana hodnotou p = 0.89.
Aktualizaci pravdépodobnosti lze viak opakovat dalsi zkouskou, pii které se aposteriorni
pravdépodobnost ziskand v predchozim kroku povazuje za apriorni informaci. Jestlize by
dalsi zkouska byla opét isp&sna, pak novd aposteriorni pravdépodobnost je

. pil 0,89+1,0
R 0.89%1,04+0,11%0,5
z Pl

=094

/=1

Tento opakovany postup je pfi aktualizaci pravdépodobnosti v praktickych aplikacich
obvykly a zcela charakteristicky.

Co se v3ak stane, jestlize prvni zkouska neni usp&§na? Pokud Jsou v tomto pfipadé
odhadnuty vérohodnosti /; o« P(4|B)=0,5al; « P(4|B)=1.0 (opaény pomér nez v pripadé
uspeésné zkousky). vychazi pro aposteriorni pravdépodobnost p{

pii 0,80%0,5

| -
P1= 2

0804054 0,2041,0
2P,

0,67

/=

coZ je nepiiznivé sniZeni piivodni apriorni hodnoty pi=0,8. S ohledem na tuto skute¢nost je
zfejm¢€ nutné uvazovat o dalsich zkouskéch.

7 Kauzilni sité

Véta o uplné pravdépodobnosti (23) a Bayesova véta (24) se aéinné uplatiiuji pfi
rozboru pravdépodobnosti nahodnych jevii vzajemné propojenych pfi¢innymi vazbami [2],
[3]. Schematické znazornéni vzajemné propojenych jevii se nazyva kauzalni sit’ (nékdy také
pfi¢inna nebo Bayesovska sit’). Jednotlivé jevy propojené v siti se nazyvaji uzly nebo tplnéji
ndhodné uzly.

Obrazek 6 ukazuje zakladni ulohu vypoétu pravdépodobnosti kauzalnimi sitémi, kdy
Jjeden nahodny uzel 4 (pocet nehod v tunelu na Jeden kilometr tunelu za rok) je zavisly na
dvou rodi¢ovskych uzlech B a C (intenzita dopravy a funkce dopravné informacniho
systému), jak naznacuji kauzélni vazby (3ipky). Pocet nehod v tunelech je sice zavisly na
mnoha faktorech, zde se pro ilustraci uvazuji pouze dva dilezité faktory: dopravni intenzita a
funkce dopravné informaéniho systému.

Jestlize podle obrazku 6 ndhodny uzel 4 zavisi na dvou pfi¢innych (rodi¢ovskych)
uzlech B a C, je rozdéleni pravdépodobnosti uzlu 4 dano vztahem

P(4) = P(A4|B,C) P(B) P(C) (26)

ve kterém P(A|B,C) oznatuje podminéné pravdépodobnosti stavii uzlu 4 za predpokladu, ze
nastaly jednotlivé stavy uzli B a C, P(B) a P(C) popisuji rozdéleni pravdépodobnosti
rodi¢ovskych uzli 4 v B,

Zpravidla se pfedpoklada, ze uzly 4, B a C lze popsat kone¢nym poctem diskrétnich
stavi, jejichz vyskyt se popisuje uréitym rozdélenim pravdépodobnosti. Jestlize uzel B ma
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disjunkini stavy B; a uzel C disjunktni stavy C;, které jsou popsany pravdépodobnostmi P(B))
a P(C)), pak z véty o Uplné pravdépodobnosti (23) plati pro rozdéleni pravdépodobnosti P(4)
uzlu 4 vztah

P(4) = X P(4|B,C))P(B) P(C)) (27)

kde sumace plati pro viechna i a j. Pravdépodobnosti P(A|B,C)) se zpravidla popisuji tabulkou
podminéné pravdépodobnosti (TPB).

Vztahy (26) a (27), popfipadé jejich zobecnéni, se ¢asto uplatiuji pfi vyhodnoceni
(kompilaci) kauzdlnich siti. Dalsi podrobnosti o vypocetnich postupech je mozno ziskat

z dostupné odborné literatury.,
B-Intenzita dopravy C-Informatni systé

A-Potet nehod

Obrazek 6 Priklad uplatnéni kauzalni sité pro vypocet pravdépodobnosti,

Priklad 12. Pfiklad ukazuje postup hodnoceni rizik v tunelu na zdkladé trovné
vybaveni, intenzity dopravy a podtu nehod. Pfedpokladané stavy uzli 4, B, C a jejich vstupni
pravdépodobnosti jsou patrné z nésledujicich tabulek.

Tab. 1 Rozdéleni pravdépodobnosti uzlii Ba C,

Uzel B Uzel C

By — Mala intenzita 0,70 (') — Funkéni 0.90

B> — Velka intenzita 0,30 (' - Nefunkéni 0,10

Tab. 2 Podminéné pravdépodobnosti P(4|B,C)).

Uzel B, B,— Mala intenzita B>— Velka intenzita
Uzel C, C— Funkéni | Co— Nefunkéni | C'j— Funkéni | C; — Nefunkéni
P(A|B,C)): Ay — 0 nehod 0,99 0,90 0,90 0,80

Ay — 100 nehod 0,01 0,10 0,10 0,20

Prvnim krokem je vypocet poétu nehod 4,. Ze vztahu (2.27) plyne
P(A2|B, C)=P(42|B),C1)P(B1)P(C1)+P(4;| By, C2)P(B))P(C,)
+P(A2| By, C1)P(B2)P(C)+ P(A2| Ba, C2)P(By) P(C,)=
=0,01x0,70x0,90+ 0,10x0,70x0,10+0,10x0,30x0,90+0,20x0,30x0.10=
=0,0063+0,0070+0,0270+0,0060=0,0463




Ocekavany pocet nehod na jeden kilometr tunelu za rok je tedy 0,0463x100 = 4,63
(tabulka 2 uvadi podminéné pravdépodobnosti vyskytu 100 nehod za jeden rok). Popsany
postup vypoctu pravdépodobnosti, kdy jeden uzel zavisi na dvou rodi¢ovskych uzlech, neni
zpravidla u stromovych diagrami mozny. Kauzilni (Bayesovské) sité maji viak dalsi
prednosti, které ukazuji mnohé praktické aplikace, zéasti i nasledujici piiklad zaméfeny
rovnéz na problematiku tunelt.

Obrazek 7 znazoriuje jednoduchou kauzalni sit’ nahodnych uzlii (nékdy nazyvana
uzitkova sit') doplnénou o jeden rozhodovaci uzel a dva uzitkové uzly, ktera zachycuje
praktickou ulohu stanoveni rizik u silni¢nich tuneli. Cilem ulohy je ziskat podklady pro
rozhodnuti o trovni pfistupovych (obsluznych) a unikovych cest u nové navrhovaného
silni¢niho tunelu. Zjednodusena sit’ na obrazku 7 obsahuje pouze 5 uzlti. Jde tedy o velmi
hrubou, zjednodusenou sit’, ktera ma pouze ilustrovat shora uvedené zakladni principy véetné
stanoveni vstupnich hodnot. V konkrétnich pfipadech rozboru rizik v tunelu bude nepochybné
nutne sit’ doplnit o dal3i uzly (rozhodovaci, ndhodné i uzitkové) a nové pricinné vazby.

2-Poéet nehod

4-Cena C; 1- Unikové cesty

3-Pocet ohrozenych

Obrazek 7 Zjednoduseny priklad sité pro stanoveni rizika poSkozeni zdravi.

Rozhodovaci uzel

1 - Unikové cesty. Uzel zachycuje rozhodnuti o arovni pfistupovych a tnikovych cest.
V piikladu se rozliSuji ¢tyfi stupné: vyborny, velmi dobry, dobry a dostateény, V konkrétnich
podminkdch je moZno tyto stupné upfesnit a vyjadfit numericky na zakladé podrobného
hodnoceni tunelu.

Nihodné uzly

2 - Pocet nehod. Uzel popisuje pocet vaznych nehod na jeden kilometr tunelu za rok.
V piikladu se pfedpoklada, ze u sledovaného tunelu dojde ke ¢tyfem nehoddm za rok.
Obvykle se predpoklada uréita frekvence vaznych nehod na dopravni vykon tunelu, napiiklad
0.3 az 0,6 na 10" vozokilometri.. Je ziejmé, Ze podet nehod mize obecné zviset na dalich
faktorech, které se v uvazovaném piikladu neuvazuji.

3 - Pocet ohrozenych osob. Nihodny uzel popisuje pocet ohroZenych osob
v zdvislosti na rozhodnuti o drovni tnikovych cest (uzel 1) a na poc¢tu nehod (uzel 2).
V prikladu se pfedpoklada rozdéleni poétu ohrozenych osob N, na jednu nehodu podle
tabulky 3. Jde vak pouze o informativni hodnoty, které je tieba ovéfit s ohledem na charakter
dopravy ve sledovaném tunelu,
Tabulka 3. Pocet ohroZenych osob N, pii jedné nehodé v zavislosti na rozhodnuti o Unikovych
cestach (uzel 1) a poétu nehod (uzel 2).

1- Unikové cesty Vyborne Velmi dobré Dobré Dostate¢né

3- Pocet osob N, 1 2 4 8
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Uzitkové uzly

4 - Cena C). Uzel popisuje cenu C'; za vybudovani tnikovych cest vyjadienou
v jednotkach poskozeni zdravi v zavislosti na jejich Grovni (uzel 1) a pfepoétenou na jeden
kilometr tunelu a jeden rok Zivotnosti tunelu. V pfikladu se uvazuji hodnoty podle tabulky 4,
pficemz jednotkou ceny se uvazuje cena smrtelného trazu.

Tabulka 4 Cena za vybudovani unikovych cest v zavislosti na jejich urovni (uzel 1) na jeden
kilometr tunelu prepoétena na jeden rok Zivotnosti tunelu.

1- Unikové cesty Vyborné Velmi dobré Dobré Dostateéné

3-Cena l, Cy 0,10 0,07 0,05 0.04

Jednotkou ceny prepo¢tené na jeden kilometr tunelu a jeden rok Zivotnosti tunelu je
cena jednoho smrtelného trazu (lidského Zivota). Tento predpoklad je citlivym krokem
hodnoceni rizik, ktery je zpravidla pfedmétem podrobné diskuse. Komplexni rozbor rizik
tuneld se vSak tomuto vztahu socidlnich a ekonomickych nasledki rozhodujicich a ndhodnych
uzli ztézi vyhne. Nekdy se viak rozbor rizik omezuje pouze na socialni rizika vyjadiend
v jednotkach poSkozeni zdravi.

S - PoSkozeni zdravi Z. Uzel zachycuje pocet smrtelnych Grazi v zavislosti na po¢tu
ohroZenych osob (uzel 3). V piikladu se uvazuje, Ze na kazdych 200 vazné ohroZenych osob
dojde k jednomu smrtelnému trazu, tedy podminéna pravdépodobnost Py = 0,003, Ze vazné
ohrozend osoba podlehne svému zranéni. Opét je zfejmé, ze poskozeni zdravi miazZe obecné
zaviset na dalsich faktorech (vzniku poZéru, poZami bezpeénosti, vétracim systému,
technologickém vybaveni), které se v pfikladu neuvazuji.

Rozbor sité

Vyhodnoceni sité, tj. stanoveni podminénych pravdépodobnosti nékterych uzli
(proménnych) za pfedpokladu informaci o jinych uzlech (proménnych) a stanoveni rizik na
zakladé vstupnich dat pro uzitkové uzly lze vuvazovaném piikladé uréit bez vyuziti
jakéhokoli softwarového produktu. Napiiklad pocet ohrozenych osob popsany uzlem 3 je dan
tabulkou podobnou tabulce 3, aviak s hodnotami vynésobenymi piedpokladanym poédtem
nehod 4, tedy s hodnotami 4, 8, 16 a 32, jak uvadi tabulka 5.

Tabulka 5 Vysledny pocet ohrozenych osob N za jeden rok v zavislosti na drovni tnikovych
cest (uzel 1).

I- Unikové cesty Vyborné - Velmi dobré Dobré Dostateéné

Pocet ohrozenych N 4 8 16 32

Podobné lze rozdéleni poSkozeni zdravi popsané uzlem 5 odvodit ztabulky 2.3
vynasobenim poétem nehod 4 a pravdépodobnosti Py = 0,005 odpovidajici predpokladané
frekvenci smrtelnych drazi pro uzel 5 (1 na 200 vazné ohroZenych osob). Hodnoty v tabulce
3 se tedy vyndsobi celkovym faktorem 0,02, Vysledné hodnoty socialnich rizik v zavislosti na
rozhodnuti o Grovni tnikovych cest jsou tedy 0,02, 0,04, 0,08 a 0,16, jak uvadi tabulka 6.
Stejné vysledky lze ziskat s pouzitim programu Hugin.




Tabulka 6 Vysledna rizika Z za jeden rok v zavislosti na Grovni unikovych cest (uzel 1).

1- Unikové cesty

Vyborné

Velmi dobré

Dobré

Dostateéné

Poskozeni zdravi Z

0,02

0.04

0,08

0.16

Celkové néklady R (soucet nakladt C) a rizika Z) jsou vyjadieny vztahem

R=C\+Z =C+P;N

(28)

Celkové néklady R jsou zachyceny v tabulce 7, jejiz hodnoty jsou vlastné prostym

souCtem piisludnych hodnot v tabulce 4 a 6.

_Tabulka 7 Vysledna rizika R za jeden rok v zavislosti na trovni Gnikovych cest (uzel 1).

1- Unikové cesty

Vyborné

Velmi dobré

Dobré

Dostatecné

Vysledna rizika R

0,12

0,11

0,13

0,20

Vysledky rozboru sité (tabulky 4, 6 a 7) jsou graficky zachyceny na obrazku 8, ktery
ukazuje zavislost jednotlivych slozek celkovych ndkladi na rozhodnuti o trovni tnikovych

cest. Jde o jednoduchou ukazku optimalizace celkovych nakladii stanovenych podle rovnice

(28).

0,25

0,2

0,15 -

Obr. 8 Rizika v zavislosti na rozhodnuti o tirovni tnikovych cest.

V obecném piipadé vsak takto jednoduchy vypoéetni postup neni mozny, a pak je

Uroven unikovych cest

zpravidla ucelné vyuzit dostupné softwarové produkty.




Zavéretni poznamka

Z tabulky 7 a z obrazku 8 je patrna zavislost celkovych nakladi (riziko kombinované
s odpovidajicimi naklady) na rozhodnuti o trovni tnikovych cest. Ukazuje se, Ze minimalni
celkové ndklady nastanou, jestlize se zvoli droven Gnikovych cest 2 (velmi dobra), ne tedy
uroven 1 (vybornd), jak se otekavalo. Tento poznatek nelze viak zobechovat; je zavisly na
zvolenych vstupnich datech pfikladu, ktery ma ilustrativni charakter, a jehoz Géelem je
predeviim ukdzat moznosti uzitkové sité pii hodnoceni rizik.

Jednoduchy piiklad zachyceny na obrazku 8 je viak mozno feit i jinym zpusobem,
napfiklad s vyuZitim stromkovych diagramii. Pfednosti uzitkové sité (kauzalni sité doplnéné o
rozhodovaci a uzitkové uzly) je vétsi obecnost a prehlednost.

Uznini. Tato studie je dil¢im vysledkem feseni ikolu GACR 103/06/1562.

Literatura

-[1] M. Holicky M. a Markova ., Zaklady teorie spolehlivosti a hodnoceni rizik. Vydavatelstvi
CVUT, 2005.

[2] Holicky M., Risk Assessment in Advanced Engineering Design, Acta Polytechnica Vol
43, No. 3/2003.

[3] Holicky M. & Sajtar L., 2006 Probabilistic Risk Assessment and Optimization of Road
Tunnels’, Advances in Safety and Reliability, ESREL 2006, Taylor & Francis Group,
London, 2006, pp. 2065-2071.

Pfiloha — softwarové pomicky
I Update.med, list programu MATHCAD pro aktualizaci apriornich pravdépodobnosti
na zakladé nove ziskanych dat.

2 Update.xls, list programu EXCEL pro aktualizaci apriornich pravdépodobnosti na
zékladé nove ziskanych dat.

]
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1 Update.med, list programu MATHCAD

"Update.mcd" is MATHCAD sheet for probability updating

Probability updating using formula

" P;‘li
Pi =<
ZPJ"J
J

where p' denotes apriory probabilities. | likelihoods and p" aposteriory probabilities

1. Reading data for apriory probabilties and likelihoods from file

- Check vaue
DATA := READPRN "Update.prn" )
Ly {1
p = DATA |:= DATA n = length(p) ne=:2
—
2 Updated probabilities p" _ (p:) o ( 0.889]
Copd 0111
3. Alternative introduction of input data directly
Aprior probabilities p; p:=(08 02000000 00)
Likelihoods I T
I'=(1. 0511111111
s
4 Updated probabilities p" | o B0
p:l
0
ot — 0| 0.889
5. Listing of the updated probabilioties T 0111
2 0
3 0
PP =4 0
5 0
PP, = 0.889 6 0
7 0
PPy = 0.889 3 5
9 0

(3%
('S ]



Update.xls, list programu EXCEL

Updating of probabilities using Bayesian formula

t
—P(Bl- |A)= HP(BI)P(AIBJ) —_ T p;f:p;l‘:_
I S P(8;)P(A|B;) 2.P81 7]
= J=1 — J —
Event Prior Likelihood Product Updated
i p' I p'*] p"
I 0.8 1 0.8 0.8889
2 0.2 0.5 0.1 0.1111
2 0 1 0 0.0000
3 0 I 0 0.0000
4 0 | 0 0.0000
5 0 1 0 0.0000
6 0 | 0 0.0000
7 0 1 0 0.0000
8 0 1 0 0.0000
9 0 ! 0 0.0000
0 0 | 0 0.0000
Sum | 10.5 0.9 |
Check OK OK




Aktualizace pravdépodobnosti na
zakladé Bayesovy véty

Prof’ Ing Milan Holicky, DrSc
Klokneriv ustav CVUT

Interpretace pravdépodobnosti
Bayesova véta
Aktuulizace pravdépodobnosii
Aktualizace rozdéleni
Bayesovskd sité

Reverend Thomas Bayes, 1702 az 1761

* The probability of any
event is the ratio
between the value at
which an expectation
depending on the
happening of the event
ought to be computed,
and the chance of the
thing expected upon it's
happening. (Degree of
belief)

Thomas Bayes {1763) An Essny towards solving a Problem in the Doctrine of Chahices

Bayesova Essay and 1. Kant

* Thomas Bayes (1763), "An Essav towards solving a
) s £

Problem in the Doctrine of Chances. By the late Rev
Mr, Bayes, F. R. S. communicated by Mr, Price, in a
letter to John Canton, A. M. F. R. 8.", Philosophical
Transactions, Giving Some Account of the Present
Undertakings, Studies and Labours of the Ingenious
in Many Considerable Parts of the World 53:370~
418

Immanuel Kant (1724-1804) , Kritika ¢istého
rozumu®, filosofické ziklady poznani jako kombinace

smyslovosti a rozumu (apriorni ndzory o jevech).
1

Interpretace pojmu pravdépodobnost

* Fyzikalni (objektivni) pravdépodobnost - navazuje
na klasickou definici pravdépodobnosti jako relativni
frekvence, pfirozeny trend, Ze jev nastane (logickd
pravdépodabnost).

* Bayesovski (subjektivnl) pravdépodobnost - mira
pFesvédéeni (vérohodnosti) s jakou dostupné
informace podporuji uréity vyrok nebo uskutecnéni
ur¢itého jevu

Nejistoty (ve stavebnictvi)

Nihodnosti (aleatoric uncertainties)

— Prirozena proménlivost

Noetické nejistoty (epistémické nejistoty -
epistemic uncertainty)

— Statistické nejistoty

= Modelové nejistoty

= Neurtitosti, vagnosti

— Nedostateéné znalosti

Vhodnost pravdépodobnostni interpretace
nejistot

Nejistoty

Interpretace
pravdépodobnosti

Nahodnosti Noetické nejistoty

Fyzikalni

Bayesovska Dobrd - Vynikajici




Delinice pravdépodobnosti

Probability 1y ane of the mast important concepls tn modern science
especially as nm’mrh has slightest notion of what it means
- Bevirand Russell, 1929

» Nahodné jevy A, B, jisty U, nemoZny V
» Soubor podminek 7 ndhodnych pokusi
+ Klasicka definice pravdépodobnosti,
P(A) = n(4)n(l)
« Axiomatickd definice: P(A4) je funkce
P(A,)20, PULY = 1. P{ wd,) = Z P(A)

Androv Nikolaevich Kolmagorov, 1933 1

Podminéna pravdépodobnost

P(Al B)=P(4 ~ B)/ P(B)

Pro disjunktni jevy
Ar B =V, pak P(4| B) =0

je-li 4 B, pak P(4| B) = P(4) / P(B)
Je-li B = A, pak P(4| B) =1 (4 je dokonale zav. na B)

Nezavislé jevy P(ANB)=P(A4)-P(B)
PakAnB#VandAdz Band Bz 4

Bayesova véta

* Pravdépodobnost praniku — an intersection
P(A4 ~ B) = P(4) P(Bl 4) = P(4| B) P(B) =5
* Buyesova véta - a problem of inverse
probability s ]
Reverend [homas Hayes
1702 - 1761

apriormni  v&rohodnost
v

P(BrA4)  P(B)xP(A|B)

P(B|A)= -

114 P(4) P(4)

/ \
aktunlizovand opravay Taktor

Immanuel Kant, 1724 . {804

Pravdépodobnost vadného vyrobku

+ Apriomni pravdépodobnost vadného vyrobku P(8) = 0.05
« Vysledek testu 4 ukazal, Ze vyrobek je vadny
+ Verohodnost popisuje pfesnost mélenl
P(A|B) =
P(AlnonB) = 0,05
+ Pravdépodobnost pozitivalho testu A
P(A) = P(B) P(A|B) + P(nonB) P(4|non8) =
= 0,05%09 4 0,95%0,05 = 0,045 + 0,0475 = 0,0925
+ Aktwalizovana pravdépodobnost, 2e vyrobek je vadny
P(B|4) = P(B) P(A]|8) / P(4) = 0,05%0,9/0,0925 = 0 486

Véta o aplné pravdépodobnosti

PA)= D, P(B)P(A|B)
[
An example Failure /7 under permanent i, and fire design situation 3,

B, permanent design situation B, accidental design situation

P(F)=P(B)P(Fl B, 1+ P(8,)P(F B,)=0,99%0,00001+0,01%0,001=0,00002

Véta o tplné pravdépodobnosti a
Bayesova véta

Véta o aplné pravdépodobnosti (8, disjunktni)
P(4) = X P(B,)P(A|B,)

Bayesova véta (B, disjunktni)
apnuml vémhndnasl
P(B, mA P(A|B )
P(B,| )= 4 ) ‘H‘) ( ]
’ P(4)  TP(B)P(4|B)

.
apasteriomi opravny Taktor




Aktualizace alternativni veli¢iny

B, - defective, I3, - conforming

Dva vyrobci

Updating ealeulati The test v:FLAI_t.‘\ = defective The test result non A - conformiing A Producer | B Producer 2
Inpui fields Output fislds . B
Evenl Priat Ikelihood Product | Updated [ompl Likelihoo{ Product | Updated I P(4) = 0,6 P(B) =04
i p=P(Bi) [1=P(ABD] p'* 1 [p"=P(BIA) hon i=PlnonABifp' * non §P(BijnenA) C
1 0,050 0,900 0,045 DARS vonf - 500s] 0086 ) . P(C|A)y=095 P(CIB=09
Fi 0.950]  0,30]  DU4E 0514 D50 0903] 0994 Conforming
Sum i foon] P(A) = | IRIEE] Ly PinonA)= | 0008 1 o0 o C - conform
(Check 0K] | oK [ ok~ ok] PinonC|4)=0,05 | P(nonC|B=0,1 nepl-ngesal
Non-conf
Example Priar P(B, WPrior P(B,) 0,800 —pe .
Probability PLAIR, =008 0,08 v 0,500 — ) o . Software GeNle
Frobability PGAIB,)  P(BjjA) (B A) £ 0400 — Probability of non-conforming product
080 0345 ez £ 0,300 P(nonC) = Pi4) PlnonCl A)+P(B) Pinon|B) =0,6x0,05+0,4x0,1=0,07
uel  0IA7 0,02 $ v:200 —
"-:“ 3::: "~::‘ " 0,100 = Probability that a ngn-conforming product 1s supplied by A or B
0 8u K 01349
0o 04a7 084 A T T B P4l nonC)= P(4) PinonCl A) | P(nenC) = 0,6%0,05/0,07 = 0,43
ll'.::'l ::.:'I'!" ::w::; Tl azeuracy PAT) P(El nonCy= P(B) P[nanC| B P(nonC)=04%0,1/0,07 =057 "

Aktualizace pevnosti betonu

An old reinforced concrete bridge 18 reassessed. Three elasses of the concrete are
forescen. B, f,< 30, B, 30 <£,< 40, #, 40 < £ {in MPa) Prior probabilities P(8)
are hased on previous experience with similar bridges, likelihood P(A|B,) is

Aktualizace hustoty pravdépodobnosti

(x)q(] | x).
(x| 1) s~——————=
Ak | 2 do(x)e(] | x)dxe,

assessed from an additional experiment, £, = 16 MPa (clnss 8,), allowing for certain Updated  Prior 7 Likelihood
chance that the actual strength corresponds to the lower class B or upper class 8, 06000
Class Strength Prior probabilities | Likelihood | Posterior prob oaoon Ll
7 [MPa) P(B) PAIB) PUALA) e
| <10 0,65 0,46 0,50 / \
AP0 A
2 30 <f, <40 0.24 1,00 0,40 a
1 0=/, o1 0,54 0,10 o) pfam N
// f \
P = _pwmulzz:) _ 0,24 % 1,00 53D “ A v N
¥ P(B, IP(AB,) R S R AU U S 2 - a0 am 1 o i 0 W %
Pomiicka v Excelu A structure under fire situation
Evenl Prior | Likellhood]| Product Updaled
i p I Pl _pr = Etrmuncnl-?' , fire- M J
0.0000 ;
0,0007
00174 . .
T Oprfn Q, put out- U I
0,2905
— 0,2808 “y
e Andaz] 0,1648 PO) =
:_-fﬂi 3‘313;: P(O|A, MYxP(A| M)xP(M)+
0:0045 P{OIN, M)=xP(N| M)=P{M)
0,0011
1 PUFy=PIAT)xP(TYPUAO,M)x PO IM)XP(M)+POA U M= P(U M) < P(M)
17 " " y
OK Bayesian network: sofwares HUGIN, GeNle "
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Bayessian network for a tunnel of 4000 m
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Zavérecné poznamky

- Fyzikidlni o Bayesovskd interpretace pravdépodobnosti
s¢ uplatiu)l pfi popisu nghodnostl & jinveh nejistot

- Bayesava véta a pH&inné sité se uplatiujl v fadé
technickych | netechnickych oborech
- Vyuziti pfedchozich zkudenoy
pottu potfebnych zkousek  nd Kl
- Apriornl informace nebo jejich i
nespravné a mohou vést k chybiiyijs
- Klienti mohou zpachvbnit apri
inZenvrsky tsudek

- Predpoklady | vysledky mohogghyls

Hayestiv hrob v Moorgate, London =

Prejimka méfenim

Predpokladana (apriomi) jakost P(8,)=0,10

P(B,)= 0,90

B1 - defective,
Accuracy of measurements A B2+ iah’ﬁﬂﬁw :
P(A,|8,)= 0,85, P(4,|8,)= 0,03, o B d

P(A)B,)= 0,15, P(d,|B,)= 10,95

Pravdépadobnost vysledku méfeni 4, a A,
P(A| )= P(A|8)) P(B)+P(4|B,) P(8,)=
=0,85%0,10+ 0,05x0,90= 0,13

P, )= P(4,|8,) (B )+P(A)|B,) P(B,)=
=0,15x0,10+ 0,95x0,90= 0 87

Al . defoctive,
A2. salisfactory

Software GeNle
le-1i vysledek mifenl A4 (evidence) pak 2 Bavesovy vily

P(8|4,) = 0,05x0,10 / (0,05%0,10+ 0,95x0,90) = 0,0058

P(B,[4,) = 0,95x0,90 / (0,050, 10+ 0,95x0,90) = 0,9942 #

Updating concrete strength using Bayesian formula

8 denotes strenght class, 4 an additional experiment
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Bayesiv pFistup pro demonstraci spolehlivosti vysoce spolehlivych prvkii
Doc. Ing. Radim Bris, CSc.

VSB-TU Ostrava, Fakulta elektrotechniky a informatiky,

Katedra aplikovan() matematiky

Uvod

Dnesni vyrobei musi Celit stale rostouci a intenzivni globalni soutézivosti. Ve snaze byt
ziskovymi musi vénovat stile vétsi pozornost smérem ke zkraceni cyklu: navrh — vyvoj —
zkoudeni — vyroba, to vSe pfi rostouci spolehlivosti svych vyrobki a limitovanych nakladech.
Vyrobni a spolehlivostni inZzenyfi vyvinuli fadu efektivnich nastrojii pro vyrobu spolehlivych
vyrobkl. Avsak s ohledem na zdokonalovani vyrobnich technologii a s ohledem na trzni
prostredi vyvstavd potfeba pro generaci novych metod pro odhad, testovani a demonstraci
spolehlivosti vyrobka.

Rychly vyvoj vyspélych technologii a rostouci slozitost vyrobk spole¢né s vysokymi
naroky zakaznikl tvoii v dnedni dobé tlak na vyrobce vyrdbét vysoce spolehlivé vyrobky.
Ziakaznici oCekavaji, ze zakoupené vyrobky jsou spolehlivé a bezpe¢né. Systémy, stroje, sou-
Castky, atd. by mély byt schopny s vysokou pravdépodobnosti plnit pfedepsanou funkci v
predpokladanych provoznich podminkich béhem néjakého specifikovaného ¢asu. Programy
pro zlepSeni spolehlivosti vyzaduji kvantitativni metody pro predikei a odhad riiznych aspekti
vyrobni spolehlivosti. Efektivni a veasny sbér potiebnych dat vyzaduje peélivé naplanovani.
To zahrnuje sbér spolehlivostnich dat pochdzejicich z mnoha ¢innosti jako je:

+ laboratorni zkousky Zivotnosti

*+ degradacni zkousky materiali, sou¢astek a komponent
* navrhované experimenty pro zlepseni spolehlivosti

* prototypové zkousky za t¢elem zjisténi druhti poruch

* peclivé monitorovani prvnich vyrobki v provozu

* analyza dat o zaru¢nich dobach

+ systematické dlouhodobé sledovéani vyrobki v provozu

Spolehlivost jako mira kvality se velmi obtizné monitoruje a fidi, mize byt pfimo
odhadnuta pouze poté, co vyrobek prosel dlouhodobym provozem. V disledku toho jsou

identifikace a naprava pricin spolehlivostnich problémi velmi obtizné. Predikce nebo nepfimo



zméfend spolehlivost na zikladé obvyklych laboratornich zkousek maji tendenci byt vysoce
nepiesnymi.

Oproti potiebé zkouSet a testovat ve stiale vétSim rozsahu s cilem dosdahnout vyssi
jakosti a spolehlivosti existuje dnes extrémni tlak sméfujici ke snizeni ¢asového intervalu od
vzniku nové koncepce vyrobku k jeho produkci. Tento tlak ma za nasledek snahu o redukcei
objemu ¢asu pro testovani spolehlivosti ve viech stadiich vyrobniho procesu, coz zvySuje
riziko prehlédnuti potencialnich a na prvni pohled skrytych spolehlivostnich problémil.
Vysledkem téchto trendi je nasledujici zavér: zkouSet méné a ptitom umét lépe cist v
zaznamenanych datech. Konkrétné to znamena zdokonaleni, pfipadné generaci nové metodiky
pro jednak planovani spolehlivostnich testu a jednak jejich vyhodnoceni.

Tento prispévek si klade za cil prispét k pfekonani tézkosti, at’ uz asovych ¢i
ekonomickych, spojenych s monitorovanim spolehlivosti vysoce spolehlivych vyrobku. Cilem
je predstavit vyuziti Bayesova pifstupu v otazce demonstrace spolehlivosti vysoce
spolehlivych vyrobku, jejiz feSeni sehrava v dnedni dob& vyznamnou ulohu v dodavatelsko
odbératelskych vztazich. Bayestv pristup je zde predstaven jako moderni a flexibilni
matematicky aparat, ktery je roziten a aplikovan na konkrétni praktické problémy:
transformace dat o spolehlivosti do aktualnich podminek, stanoveni vybérového planu pfi
zadanych pozadavcich na spolehlivost, kalkulace rizika odbératele pfi znamé disperzi

spolehlivostni veli¢iny.
Demonstrace spolehlivosti vysoce spolehlivych vyrobku

Problém ovéfeni specifikované spolehlivostni hladiny sestava z uréeni obsahu a druhu
zkousky, ktera musi byt provedena, aby demonstrovala jistou spolehlivostni tGroven se
specifikovanou jistotou.

Vyrobce vysoce spolehlivych prvkia (jako jsou napi. elektronické soucastky) musi
mnohdy vynakladat nemalé prostiedky na to, aby pfesvéd¢il zakaznika o kvalité svého vyrob-
ku, navic samotné testovani je velmi zdlouhavé. Jedna z moznosti, jak sniZzit tyto naklady a
pfitom zkratit zkoueni, je pouzit zrychlené zkousky Zivotnosti. Transformace dat ze zrychle-
nych do normalnich podminek je vSak mnohdy doprovazena zna¢nou nepfesnosti spocivajici
v odhadu faktoru zrychleni.

Bayestyv pristup ddvd moznost nejen upiesnit tento odhad uzitim aktualnich dat

vyrobee, ale poskytuje i optimalizaci planu zkou3eni s ohledem na zvolena kritéria.
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V dalsim budeme piedpokladat, Zze vySetfované vysoce spolehlivé vyrobky jsou v
ustalené periodé svého zivota. tedy ze dobu do poruchy lze modelovat exponencidlnim

modelem s konstantni intenzitou poruch.
Klasicky postup pro demonstraci intenzity poruch

Budeme uvazovat takovy pfipad, kdy je fixovana kumulativni doba zkouSeni T a doby
do poruchy jsou vzajemné nezavislé nahodné veli¢iny (doby oprav jsou ignorovany). Diky
vztahu mezi exponencidlné rozdélenymi dobami do poruch a diky aditivni vlastnosti
homogenniho Poissonova procesu, kumulovand doba zkouSeni muZze byt rozdélena
libovolnym zpuisobem, jako napf.:

1. Zkou$eni jednoho vyrobku, ktery je obnoven bezprostiedné po kazdé poruse (doba
obnovy = 0), tedy T = 1 = kalendaini ¢as.
2. Zkouseni m identickych vyrobkil, z nichz kazdy je obnoven bezprostiredné po poruse;

zdebude T=mt m=12,...

V piipadé konstantni intenzity poruch je proces poruch homogenni Poissonuv proces
s intenzitou A v prabéhu celého (fixovaného) ¢asového intervalu < 0, 7>, Odtud vyplyva, ze
pravdépodobnost vyskytu ¢ poruch v pribéhu doby zkouSeni 7 je dina

_ (AT)" o7
k! )

Pr {k poruch béhem T'| 4 }

Statistické procedury pro demonstraci 2 mohou tedy byt zaloZzeny na statistickém
ocenéni parametru m = AT Poissonova rozdéleni.

Obecné je vyzadovan test pro prijeti v kontextu s prokazanim néjaké hodnoty 2.
Hlavnim G¢elem tohoto testu je ovéfeni nulové hypotézy Hy: A< Ay oproti alternativni
hypotéze H;: A > A; na zakladé nasledujici dohody mezi vyrobcem a odbératelem:

Wrobky by mély byt akceptovany s pravdépodobnosti blizkou (ale ne mensi nez) 1- a
pokud skutecna (nezndma) X je mensi nez hy, avsak zamitnuty s pravdépodobnosti blizkou (ale
ne mensi nez) 1- 3, pokud k je vétsi nez k) ( hy <k jsou dané fixni hodnoty).

Ao Je specifikovana ovétovana hodnota A a A; je minimalni akceptovatelna hodnota A. o
je riziko vyrobee (chyba 1. druhu), tj. pravdépodobnost zamitnuti pravdivé hypotézy Ho. p je
odpovidajici riziko odbératele ( chyba Il. druhu), tj. pravdépodobnost pfijeti hypotézy Hy
ackoliv je pravdiva H,. V nasledujicim bude implicitné pfedpokladano, ze 0 <a < 1- f§ < L.

Zhodnoceni vyie uvedené dohody je problémem testovani statistickych hypotéz a muze byt



provedeno jednoduchym dvoustrannym testem, kde kumulativni doba zkoudeni 7' a podet
pripustnych poruch r béhem 7 jsou fixni veli¢iny. Tato procedura vypadé nasledovné:
I. Ze zadanych Ay L.« a B uréime nejmensi celé &islo r a hodnotu 7 tak, aby

Zr: (AU.T)’ e—A.,T' >1=g

=0 '!

Z’:M.F”)' e < g

por S |
2. Provedeme test s kumulativni dobou zkouSeni 7 uréime pocet poruch béhem testu k a
» zamitneme Hy: A<}, pokud k> r
* nezamitneme Hy: A<y pokud k< r

Nerovnosti z bodu 1. se mnohdy znazoriuji formou tzv. eperativni charakteristiky. Tato
kfivka pro kazdou hodnotu A vyjadfuje pravdépodobnost, Ze se nevyskytne vice nez » poruch
béhem kumulativni doby zkouseni 7. ProtoZe operativni charakteristika jako funkce A je
monotonné klesajici, riziko chybného rozhodnuti klesd pro A< Ay eventuelné pro A > %;.

Pro a = [ sdileji vyrobee a odbératel stejné riziko chybného rozhodnuti. V praktickych
aplikacich jsou uzivany pouze jednostranné testy, tj. jsou dany pouze A a o, resp. pouze A, a
3. V téchto pfipadech pfi malych hodnotach » mtze dojit k nezidoucimu zvyhodnéni vyrobce,
resp. odbératele.

Operativni charakteristika jako funkce A pro pevna T"a r

Optimalizace plant zkouseni pro demonstraci A

s ohledem na dana rizika vyrobce ¢i odbératele

- (1)
R Ho: A<y
Hy: A>A
. dinoo,p = T, r
e (21-a)




Bayesiiv pFistup pro demonstraci spolehlivosti vysoce spolehlivych vyrobku

Vysoce spolehlivé vyrobky (napf. elektronické sou¢astky) maji bézné intenzitu poruch v
oblasti 0.1 az 100 Fit (1 Fit = 10" poruch / hod.) v normélnich provoznich podminkach.
Pokud je takovyto vyrobek v nab&hové etapé vyroby, kdy provozni data jedté nejsou k
dispozici, je prokdzani takto nizkych hodnot intenzity poruch nesmirné obtizné. Aplikace
klasické procedury z predchoziho odstavce by vyzadovala kumulovanou dobu zkouSeni T
fadove desitky az stovky tisic hodin a to i pfi malych hodnotich r. Pouziti zrychlenych
zkousek je tedy nevyhnutelné a je vysvétleno a diskutovano v fadé literarnich zdrojti [2].

Bayesuv pristup v aplikaci na zrychlené zkoudky byl poprvé piedstaven autorem
v publikaci [1]. Hlavnim charakteristickym rysem tohoto pohledu je pouziti Bayesova
pfistupu, ktery je aplikovan v nékolika rovinach:

* v oblasti feSeni klicové otazky zrychlenych zkousek, odhadu faktoru zrychleni

* v oblasti diskutované demonstrace spolehlivosti, tj. stanoveni vybérového planu
zkouSeni s ohledem na uspokojeni pozadavki odbératele

* v oblasti kalkulace a optimalizace rizika spojeného se zvolenym vybérovym planem
zkouseni.

Prednosti Bayesova pfistupu je zejména moznost efektivniho vyuziti zddnlivé nepotieb-
nych spolehlivostnich dat (apriorni inZenyrska zkuSenost), nahromadénych vyrobcem v pred-
vyrobnich etapach (napf. z prototypovych zkousek, ze zkousek technologicky pfibuznych

prvki apod.)

ZNACENI, PREDPOKLADY, MOTIVACE, NAVAZNOST, CiL

ZDS — zkouska demonstrujici spolehlivost
278 — zrychlend zkouska spolehlivosti
p

ES — elektronicka soucastka

MVO — odhad ziskany metodou maximalni
vérohodnosti

[eV] - elektronvolt, jednotka aktivaéni
energie

Pdf ~ funkce hustoty pravdépodobnosti

(probability density function)



Az — intenzita poruch ve zrychlenych
podminkach (i=2)

/ — index pro podminky dané teplotou
zrychleni;. 1+ =1.2

A intenzita poruch v danych podminkach

(i=1)

t — doba poruchy neb odzkouSeny ¢as

pro prvek j v podminkach j; i=1,2

i — kumulovana doba zkoudeni p, prvka
Il = t.’.’
/=1 v podminkéch j, béhem niz se vyskytne »,
poruch
(¢,.7,) — parametry vybérového planu
i

zkouSeni v podminkach i

o — aposteriorni riziko

1-6% — aposteriorni jistota odbératele

E {A| data} — podminéna oéekavana hodnota A
Var {?\.| data} — podminény rozptyl i

Fit ~ 10" poruch / hod.

Jako motivace pro generaci predkladané metodiky poslouzila nasledujici béZna situace z
praxe vyrobce ES. BliZze nespecifikovany odbératel chee nakoupit velky objem konkrétni ES
za podminky, Ze spliiuje naroéna spolehlivostni kritéria (konkrétni A;): Casové i finanéni
néklady na zkouSeni, spojené s garanci A, v8ak vysoce prevy$uji moznosti vyrobee. Klasické
feSeni tohoto problému spociva v uziti zrychlenych zkousek. Pokud faktor zrychleni mezi
zrychlenymi a zadanymi podminkami je 4 pak postadi provést transformaci spolehlivostniho
pozadavku A; na X; podle vztahu X = A. &y a stanovit podminky pro zkousSeni A, ve
zrychlenych podminkach. Hlavni problém nyni spodiva v piesném uréeni faktoru A, Je
samoziejmé, Ze existuje mnoho metod pro urdeni tohoto faktoru a mohli bychom pouzit
kteroukoliv z nich za pfedpokladu, Ze mame k dispozici k tomu nezbytnd data. Nelson v [2]

poskytuje vy€erpavajici pfehled teorie a praxe zrychlenych zkousek.




Bayesuv piistup poskytuje alternativni postup pro stanoveni A, Umoziuje integrovat
vhodnou apriorni informaci o faktoru A a dale Ji modifikovat béznymi spolehlivostnimi daty
nashromazdénymi vyrobcem béhem predvyrobnich etap. Toho lze docilit za predpokladu, 7e
faktor zrychleni povazujeme za nidhodnou velitinu. jejiz nejistotu lze modelovat vhodné
zvolenou apriorni hustotou pravdépodobnosti, sestavenou na zaklade apriorni inzenyrské
informace o technologii zkoumaného prvku. Pro analyticky tvar faktoru zrychleni budeme

pfedpokladat Arrheniliv spolehlivostni model. ktery pfedznamenava zrychleni teplotou.

Bayestv pfistup viak umoziiuje nejen estimaci aktualni hodnoty faktoru zrychleni A pii
daném typu vyrobni technologie, ale i stanoveni a optimalizaci takového vybérového planu,
ktery bere v tivahu dva druhy spolehlivostnich pozadavka odbératele. formulovanych jako
nasledujici Situace 1 a Situace 2.

Situace 1: Stanovit vybérovy plan zkouseni tak. aby A < ko kde Xy je zadané hladina

spolehlivosti.

Situace 2: Stanovit vybérovy plan zkouseni tak. aby Pr(d, <A,)>1-a kde je
néjaké zadané malé &islo.

Bude odvozena aposteriorni hustota pravdépodobnosti pro A;, ktera je funkei vybéro-
vého plénu ve zrychlenych podminkich. Tato skutetnost ve svem duasledku umoziuje
optimalizovat rezim pro zkouseni spolehlivosti uzitim takovych kritéri, jako je

Var {l| data}, E {)Lf data}, kvantily 2 apod.

Dile bude odvozeno aposteriomni riziko odbératele & * vychazejici z nasledujici

definice, ktera je v souladu s [3]:

g = Pr(A, z A, | ZDS vyhovuje )

K vy¢isleni rizika 6 * je nezbytné odvodit podminéné rozdéleni pdf (r,| 1,), které je
Poissonova typu pii danych predpokladech. Nové poznatky jsou podpofeny numerickymi
vypolty s programem Matlab. Pouzita data pochazeji z praktickych zkousek nékdejsiho

vyrobee ES.

APRIORNI A APOSTERIORNI ROZDELEN{ PRO A, AL A A

Uvazujme nasledujici zakladni problém. Vyrobee ES produkuje sou¢dstky s nizkou
konstantni intenzitou poruch . Predpokladejme, Ze v danych provoznich podminkéch bylo

odzkoueno jiz mnoho vybéra daného typu vyrobku s celkovou kumulovanou dobou zkougeni

(%)
N



t;> 0, béhem niz se vyskytlo ; poruch. Pfedpokladejme déle, ze ve zrychlenych podminkach
byl odzkousen nahodny vybér pochazejici z téze populace vyrobki; po kumulované dobé 7; se
vyskytlo 7, poruch, z ¢ehoz lze snadno ziskat odhad intenzity poruch 2, ve zrychlenych

podminkach. Necht

oznatuje pomér téchto dvou intenzit poruch. Budeme se nyni zajimat o statistickou
indukci vzhledem k faktoru 4 popfipadé Ay, A». Klasicka analyza tohoto problému muze byt
provedena pouzitim metody maximélni vérohodnosti, modifikované pro cenzorované nahodné
vybéry. Pro naznatenou testovaci situaci méa vérohodnostni (resp. logaritmicka

vérohodnostni) funkce tvar:

L(A,A,)= At~ 4, et

resp. InL(A,,4,)==At, = Aty +rlnA +r,in 4,

Metoda maximalni vérohodnosti diva estimétory pro Ay, A2, které jsou nezavislé

vzhledem ke statistické nezavislosti spolehlivostnich zkousek v provoznich a zrychlenych

podminkach.

Tato analyza viak nebere ohled na apriorni informaci, spo¢ivajici napriklad v tom, ze
zname analyticky tvar pro faktor 4 (s ohledem na podminky zkouseni) — ten byva pro teplotni
zrychleni prakticky vyhradné modelovin Arrheniovym modelem. Casto také byva ¢; vyrazné
odlisné od 1, jelikoz vyrobce ma zpravidla mnohem vé&tsi zkusenosti s vyrobkem
provozovanym v provoznich podminkach. Tedy klasicka indukce poskytuje dosti neefektivni
zpiisob, jak vyuZit nepfimou empirickou vypovéd' o faktoru A, ktera je dostupnd z cetnych
informaci, ziskanych v provoznich podminkach.

Vyse uvedena logaritmické vérohodnostni funkce naznacuje pouziti tzv. pfirozeného
konjugovaného systému pro A; a A. Aviak ten neni dostatecné flexibilni pro praktické pouziti.
Mimo jiné napfiklad proto, ze nedokaze spravné modelovat pfipad, kdy apriorni informace o
individualnich hodnotéch A;, A; je vagni a pfitom je zniama né&jaka informace o faktoru 4

dostupna z porovnani inzenyrskych charakteristik uvazovaného vyrobku od riznych vyrobcet,
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Odvodime, jak zvolit pfirozeny konjugovany systém takovy, aby umoznil zarover
podchytit apriorni informaci o poméru A4 = — . Vyjdeme-li z tvaru pro vérohodnostni funkei

L vy$e, mizeme jej formalné piepsat na tvar
— Anth =4+l ) A
L, =A""e A

Cheeme-li ziskat z této vérohodnostni funkce pouze experimentalni vypovéd o poméru
A4 je nutno tuto funkei v jistém smyslu "vystiedovat" pies A;. Pokud v nejobecnéjsim piipade
budeme predpokladat pro A, neur¢ité apriorni rozdéleni, dostivame vérohodnostni funkci ve

varu

o ‘ R Y
L,=]L L = f& ety o g0 it n =D .”f
4 - A /{I 1 - 1 (fl + -4[1 }ﬁ‘ -y

A"

E2 x e
(1+ A=)
{!

" . .y v r - ” . ’ !1
lento tvar je zajimavy tim, Ze zavisi na {;a 1z pouze prostiednictvim poméru 4 =

rI
Mame-li nyni kombinovat empirické informace jak o individualnich X, (resp. A2) — viz tvar
pro L, tak o poméru 4 — viz tvar L, obdrzime konjugovany tvar pro sdruzené apriorni
rozdélenni pravdépodobnosti 1, a A (odpovidajici sou¢inu Z; . L ). :

A’

(A, A)x A exp(-ald, - bAA, ) —Z
p(f( | ) 1 I( ¢ | , ])(I'Fh.."f.)”

kde a,b,c.f.g.h jsou parametry. Pro margindlni rozdéleni &, A;, 4 lze pak snadno

odvodit nasledujici vyrazy:

pdf(A,) o A exp(- al )I exp( b, u)du
1+ hu)
] f‘u‘—r |

pdf(A,) e 25 exp(-bA, )J' exp(-al,u )du
h+u)
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A’

e+l
(I+I1A)"'(l+[—)AJ

a

pdf (A) =

Sdruzend apriorni hustota tvoii pfirozeny konjugovany systém pro vybérovy experiment
popsany vérohodnostni funkei L(4,,4,)= Afe ™ A,"e ™" |V prvni fazi experimentu, kdy
pfichazi informace v podobé kumulované doby 1, a poctu poruch r;, se toto apriorni rozdéleni
transformuje na aposteriorni, které je téhoz tvaru, aviak s pozmenénymi parametry:

a'=atty, b'=b, c'=ct+r, [ =f, g =g, h' =h

V druhé fazi experimentu, kdy piichazi informace v podobé 15, r>, bude mit aposteriorni
rozdéleni tentyZ tvar av8ak s nasledujicimi hodnotami parametrii:

a'=a+tn, b'=btn, c'=ctritr, f'=f+n, g'=g h'=h

Nicméné obecny tvar sdruzené hustoty vvie lze zdivodnit i na zaklade jednodussi

uvahy. Sdruzena hustota se totiz da také obecné zapsat jako sou€in podminéné a marginalni

hustoty:

pdf(A,.A)= pdf (A, | A).pdf (A4)

Vyjdeme-li pfi procesu uréovani ;, A, z pfirozenych konjugovanych systémi, pak
hustota pdf(4) se da analyticky snadno odvodit jako rozdéleni podilu dvou nahodnych veli¢in
$ gamma rozdélenim, coz pfesné odpovida zlomku ve vyrazu pro sdruzené apriorni rozdélenni
pravdépodobnosti  pdf(1,,4). Zbyla &ast pravé strany vtomto vyrazu odpovida

podminénému rozdéleni pd}“(il | A). které ma podle pfedpokladu tvar Gamma rozdéleni.

DETERMINACE FAKTORU ZRYCHLENI

Z teorie je zndmo, ze Bayesovym estimatorem n¢jakého neznamého parametru je
aposteriorni o¢ekdvana hodnota pii uvazované kvadratické ztratové funkei. Bayesiiv estimator

faktoru zrychleni tedy dostaneme z nasledujici rovnice:

A" = [A.pdf (A)dA
A

kde pdf(A) je aposteriorni rozdéleni faktoru zrychleni A.




Ur¢it aposteriorni rozdéleni pro 4 znamené nalézt vhodné parametry apriorniho rozdéle-

ni ve vyrazu pro marginalni hustotu 4 a ty posléze aktualizovat empirickou zkudenosti.

Budeme-li predpokladat pro faktor zrychleni Arrhenitv model, pak pfifazeni parametrii
na zaklade inZenyrské zkuSenosti lze provést nasledovné. Pokud nemame predbéznou
empirickou vypovéd' o spolehlivosti v provoznich a zrychlenych podminkich, volime tzy.

neur€ité apriorni rozdélent, tedy

pdf(4,)c—, =12, coz odpovida nasledujici volbé parametrii: a,b,c: a=b=0, ¢= -

l
4
Kromé toho je pozadavek 5=0 ekvivalentni pozadavku, ze A, 4 jsou statisticky
nezavislé, coz je viditelné z vyrazu pro pdf(4,,A4). Z vyrazu pro marginalni rozdéleni pdfi4)
vyplyvé, Ze inzenyrskou zkudenost vzhledem k faktoru 4 lze zachytit pomoci tii parametrii:

f.gh atoivtakovém pripads, kdy nemdme Zadnou apriorni informaci o Jjednotlivych

intenzitach poruch 4;, 4.

Arrheniiiv spolehlivostni model specifikuje vztah mezi faktorem zrychleni A4 a teplotnim

zatizenim:

A= exp[—Ei (i - L\”.
[ R o

kde E, je aktivaéni energie, k je Boltzmannova konstanta a 1,75 jsou absolutni teploty
v provoznich a zrychlenych podminkéch. Nejkriti¢tejsim parametrem, ktery se velmi tézko
zjistuje presné, je aktivaéni energie. Rizné poruchové mechanismy maji rizné aktivaéni
energie a dokonce se tento parametr muze lisit pro stejny poruchovy mechanismus souéastka
od soucastky. V praxi se tento problém fesi tak, ze pro ucely transformace se bere jakasi
primérna hodnota £,. V mnoha pripadech je jeden poruchovy mechanismus dominantni a
vliv ostatnich mechanismii na spolehlivost dané ES mize byt vyjadiena tak. Jakoby aktivaéni
energie byla ndhodna veli¢ina. Pokud dominantni mechanismus je ovliviiovan mnoha slabgimi
mechanismy ¢i faktory, lze predpokladat, ze E, bude vykazovat normélni rozdéleni. které je,
jak znamo, symetrické. Tato inzenyrsko—fyzikalni informace Jje konzistentni s nasledujicim

vztahem mezi parametry g f:

g=2(f+1),



¢imz jsme redukovali potet nezndmych parametrti na dva. Jednoduse lze dile ukézat. Je

modus ndhodné veli¢iny Y=In 4, jejiz hustota je

,JH»H

() o0 ———nu-.
PO (1+ he”)*

je roven —In A pfi uvazeni jednoduché podminky vySe mezi g a f, takZe pokud
pouzijeme jakousi nejpravdépodobnéjsi hodnotu aktivaéni energie £ vychazejici ze znalosti

technologie vyroby, pak dostivdme parametr / z nasledujiciho vztahu:

Vyrobee md zpravidla k dispozici fadu empirickych udaji o své technologii vyroby, ale
také o analogické technologii jinych vyrobed téhoz vyrobku. Na zikladé t&chto udaji je
obvykle schopen stanovit meze, v nichz se pohybuje aktivaéni energie s vysokou pravdépo-

dobnosti. Napfiklad je schopen kvantifikovat nasledujici pravdépodobnost
Pr{E, e (E,, E,)} = 0.95 (*)

Odtud jiz Ize ziskat pomoci vhodné numerické metody vy¢isleni parametrii g /.

Priklad

Pro ilustraci pfedchozi metody pouzijeme nasledujici data od nespecifikovaného
vyrobee ES:

teplota 7} = 70°C :#, = 7.247x10° hodin,», =1;

teplota 7, =125°C :t, =107 hodin, r, =3.

Z velkého mnozstvi adaji, nahromadénych o pouzité technologii vyroby lze kupfikladu
dale vy¢ist, ze

(E\.E,)=(0.5, 1.5) [eV] E!=0.96 [eV]
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Hustotu pravdépodobnosti £, 1ze nalézt transformaci faktoru 4 na E_ z rovnice pro

Arrhenitv spolehlivostni model, kde pro 4 uvaZzujeme marginalni apriorni rozdéleni pdfiA).

Podminka (*) mtze byt posléze vyjadiena nasledujici rovnici pro g:

p(-=%)
1.5 o EXPL;
vl 2k, .
£o(8) L dy=0.95
os K [1+ A exp(j )|©
ki’
p w 5
. 4
kde kyp =m— E,(2)]" = |———dx
e : I | ] l'[(]+hx)"(
hT

Numerickym vypoétem v programovém prostiedi Matlab lze uréit nasledujici apriorni

rozdéleni pro faktor A

H

pdf(A) = —j—- , kde
(1+h.A)*

J =1.1063, g=4.2126, h=0.01435

Aposteriorni oéekdvana hodnota je pak rovna:

A" = j A.pdf (A)dA=13.0918,
A

viz nasledujici obrazek:
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Apriorni a aposteriorni rozdéleni pro faktor 4

Vybérovy plin pro zkouSeni spolehlivosti, Situace 1

Situace 1 je definovana pozadavkem odbératele, aby dodané vyrobky spliiovaly
nasledujici pozadavek: A, <)y

Otazka zni, jak sestavit plan zkouseni pro ovéfeni tohoto spolehlivostniho limitu a jaké

je riziko odbératele.

Je zndmo, ze MVO pro A, pfi ¢asovém cenzorovani je dan: A = ul
II

Pro vysoce spolehlivé prvky vychazi kumulovana doba zkouseni 1, nerealné velika, byt’
bychom sestavili plan pro jeden pfipustny vadny prvek. V souladu s dostupnym vybavenim
tedy provedeme spolehlivostni test (ZDS) ve zrychlenych podminkach, kde vysledkem bude
MVO pro 1.3




Avsak A, = 4" A, pfitemz /; < Ay takze mame podminku pro I, ra:

v

2 <A, (i)

—
¥

Predpokladejme, Ze jsou k dispozici €etné informace z provoznich podminek, tj. znidme
{1, r;. Dale zname marginalni apriorni rozdéleni pro pdffl.), které lze modifikovat na zaklads
dostupné informace nasledujici zménou parametrii: a‘ = a + I, ¢' = ¢ + r. Za této situace
muzeme optimalizovat vybérovy plan (1, r») tak, aby splnéni podminky (i) bylo doprovizeno

a doplnéno jesté dalsimi pozadavky, které |ze deklarovat s ohledem na statistickou povahu 4,

jako jsou napf. jisté mezni hodnoty ¢iselnych charakteristik E{), data}, Var {A,| data!

median {4, |data}, ¢i jiné kvantily 1,. Kromé toho miizeme predpovidat pravdépodobnosti
moznych vysledkd pro rizné hodnoty 5, »;. Rozdéleni pro pfedpovéd r, muze byt totiz

odvozeno z hodnoty pdf{i;) a z podminéného pravdeépodobnostniho rozdéleni pdf (r,

Ayt )

které je pfi danych predpokladech Poissonovo s oekévanou hodnotou Aty

pf(ry 10,)= [pdf(ry | 2y,0,)pdf (2,)dA,.,

_}'-!
kde pdf(r, | 2.1,)= S (Ay1,)"
r,!
Po tpravé lze vyjadrit
‘ t | ; x"d
f'}"{/(rlll")z—l' / 4 & ry+l
!1
S . cf.\‘“].;_~3”‘”1 I
”(h+\).-.(!~|) (? x) i X

Toto rozdeleni lze acelne vyuzit pii vypoétu aposteriorniho rizika odbératele. které

definujeme nasledovné:

o* =Pr {4 2 4y | ZDS vyhovuje}



Doplnék této pravdépodobnosti do jednicky 1-8* pak mizeme povazovat za

aposteriorni jistotu vyrobce, ze Ay < Ag v piipadé vyhovujici ZDS.

Vypocet aposteriorniho rizika odbératele
Necht' (12, r2 = k) je vybérovy plan pro ZDS ve zrychlenych podminkéch.

Potom

Dikaz: viz [1]

Priklad
Predpokladejme, ze odbératel vysoce spolehlivého vyrobku stanovi spolehlivostni
pozadavek ve tvaru
A1 =100 Fit
Vyrobce musi v kratké dobé provést ZDS a pro tento el potiebuje optimalni vybérovy
plan ve zrychlenych podminkéach. Pfedpokladejme, Ze vyrobce ma dlouhodobou zkugenost
s testovanim  daného vyrobku (dlouhodobé nashromazdéna data z prototypovych,

kvalifikaénich zkousek, apod.): 1, =7.247x10° [hod.], r, =1, A*=12.09

Potom podminku pro optimalni plan dostaneme v nasledujici podobé:

=4

|

L< A2, =13.09%107

—_—
e

Nasledujici tabulka 1 pfindsi mozné vybérové plany pro ZDS, které vyhovuji této
podmince, navic obsahuje vybrané ¢iselné charakteristiky £1{As/t2, 12}, Var {Aa/tara}, Med

{Aa/t2,r2} @ 90% kvantil As.
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Vyb l2 E{ A/t Var { Ai/tsrs) (107 Med 90% kvantil
grovy plan [10° 2 2 2t | { A tara} A
hodin] [Fit] \fﬁ{/{? t,.r, Il [Fit] |Fit]
[107]
Py 2.3 1430 5.26 1309 2420
7.25

P4 1.53 1480 7.6 1309 2560
8.7

Py 0.76 1600 13.5 1330 3130
11.6

Py 5.0 1270 2.3 1211 1914
4.8

Tabulka 1: Vybérové plany pro demonstraci spolehlivosti v Situaci 1

Jeste pripomerime, Ze vybérovy plan pro ZDS ve zrychlenych podminkach je dan
kumulovanou dobou zkouseni 1, a maximalné pripustnym poétem vadnych prvki ;. Tabulka
2 prezentuje numerické hodnoty pdf(r, |1,), které potiebujeme pro vypocet aposteriorniho

rizika odbératele &*,

r, 0 | 2 3 4 5 6
Ly
[10°]
0.76 0.39 0.2303 0.1398 0.0866 0.0542 0.0341 0.0215
68
1.53 0.25 0.1799 0.1331 0.1003 0.0764 0.0586 0.0451
18
2.3 0.18 0.1443 0.1153 0.0936 0.0768 0.0634 0.0526
58
5.0 0.09 0.0847 0.0745 0.0663 0.0593 0.0534 0.0483
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Tabulka 2: Podminéné rozdéleni pdf (r,

t,)

Proces optimalizace vybérového planu je schematicky znazornén na nasledujicim

obréazku, ktery tzce koresponduje s vysledky v tabulce 1:

Obrizek - optimalizace vybérového plinu v Situaci 1

vl lambda2
=
o

. BE-13

rozpt

6E-13 +

4E-13 1

2E-13 +

0 4 - 4 H 4 Lis, 1 . 4 4

0 500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000 3500000
kumulovana doba zkouSeni [hod.|

Je-li omezujicim kritériem pro A, rozptyl velikosti 7.6x10™" pak ZDS je déna jako:
(12, r2) = (1.53%10°[hod.], 2)

Pokud je ovSem odzkoudena kumulovana doba 2x10°[hod.], lze snizit disperzi na
hodnotu 5x107" (pfi r, = 2). Pokud je viak ZDS dimenzovéna na r» = 1. disperze nabyvi této
snizené hodnoty i pfi pavodni kumulované dobé zkougeni 1, =1.53x10°[hod.]. Tabulka 1
vypovida, Ze statistické charakteristiky pro plany P; a P, jsou blizké, piitom doba zkou$eni
pro Py je je pfili§ velkd a tudiz téZko splnitelna. Extrémni vybérové plany P; a P4 byly
vypotteny pro ucely porovnani. Velkd disperze u P; a neredlna doba zkougeni u P, by vedly

pravdépodobné k zamitnuti téchto plant zkougeni.

Jako optimélni pfi kritériu ,rozumné* disperze a zérovei z hlediska uskuteénitelnosti

v redlném prostiedi vyrobee (tj. ne prili§ dlouhd doba zkouseni ¢, se jevi plan P,
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Nasledujici obrazek znizornuje aposteriorni hustoty pravdépodobnosti  pdf (4,) pro

viechny diskutované plany Py, P, P; a P,.

15X 10°
( Py
pdf(’z)
P,
10F P,
P;

5 L
0 1 i I 1 J

0 1 2 3 4 5 6

A x 107

Aposteriorni hustota pdf(1,) pro vybérové plany P\, P,, Psa P,

Koneéné miizeme vypoéist aposteriorni riziko odbératele &*. Pro vybérovy plin:
(12, r2) = (1.53x10%[hod.], 2)

Je toto riziko &* = 0.23, nebo jinak také lze konstatovat, Zze aposteriorni jistota, ze A, <
100 Fit pro vyhovujici ZDS, je rovna 77 %. Zavislost této aposteriorni jistoty 1-6* nat; je

znazornéna na dal$im obrazku. Aktualni hodnotu aposteriorni jistoty pro vybrany plan P,

muzeme odeéist z kfivky pro r; = 2.
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Obrézek - aposteriorni jistota, ze 1, < 100 Fit pro vyhovujici ZDS,

v zavislosti na kumulované dobé zkouseni r;

Vybérovy plan pro zkouSeni spolehlivosti, Situace 2

Situace 2 je charakterizovana nasledujicim pozadavkem na spolehlivost (formulovanym

odbératelem):
Stanovit vybérovy plan zkoueni tak, aby Pr( ALA)2]-a,,

kde ag je zadana pravdépodobnost a 4, je zadana hladina intenzity poruch, ktera ma byt
uspokojena.
Definice: uy nazveme apriornim rizikem odbératele.
Ciselné vyjadfuje apriorni riziko odbératele maximalni pfipustnou pravdépodobnost, ze bude
platit hypotéza H, : 1, > 2y

Pravdépodobnostni podminku pro Situaci 2 mizeme prepsat do podoby pro realizaci ve

zrychlenych podminkéch nasledovné:
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Pr(d, < A'A,)21-aq, (ii)

‘ T I
Na druhé strané vime, ze MVO pro 4, jeroven A, = !—

Pti pfedpokladu exponencilniho rozdéleni doby do poruchy Ize ukézat, 7e nahodna
veli¢ina

(]

2r, 22,1,

ENTES
I

ma rozdéleni chi—kvadrat s (2r, +2) stupni volnosti pro ¢asove cenzorovany test. Odtud

muzeme uréit konfidencni intervaly, napiiklad I —a, pfidruzené k A, pomoci rozdéleni chi—

kvadrat z nasledujici rovnice:

- =dats ?.A;J
e vy 3 2
Lmag = 2 =)' = [r(eh)dy?
=f . i}

V dusledku toho lze ziskat 100(1 - @, )% jednostranny konfidenéni interval pro A,
le-a" (2,‘2 + 2)}

Pr{4, < =l-a, iii
4, N : (iii)

TakZze podminky (ii) a (iii) davaji dohromady nasledujici podminku pro optimalizaci ¢,

Ap > Hie (2 +2)
L 21,

a odtud

,Zf_a“ (2r, +2)

t > -
’ 24" 4,

Optimalizaci vybérového planu pro ZDS lze nyni provadét podobné Jjako v Situaci | s

tim rozdilem, Ze nyni musi byt uspokojena tato podminka.

Priklad
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Predpokladejme, Ze odbératel vysoce spolehlivého vyrobku stanovi spolehlivostni

pozadavek ve tvaru
Pr(4, <100Fit)21-a, = 0.7
Dile predpokladejme, ze vyrobce mé s timto vyrobkem Jisté vyrobni zkusenosti, které
jsou pro jednoduchost stejné jako v prikladé pro Situaci 1.
Tabulka 3 pfindsi mozné vybérové plany pro ZDS, které vyhovuji odvozené podmince
pro f,, s odpovidajicimi statistickymi charakteristikami £{ A/, ra}, Var { Aa/tara}, Med

{/121"(3,]'2} a 90% kvantil .j.g.

Vyb ts E{ A/t Var {A)/t,r,) 100 Med 90% kvantil
érovy plin [10° 2 F2) = {alty,ra} A2
hodin] [Fit] JVar{a, 16,.n1 [Fit] [Fit]
[107]

P, 0.92 674 4.94 450 1560
7.03

P, 1.86 828 .61 684 1641
6.01

Py 2.76 906 2.84 801 1640
5.33

Py 3.63 958 2.36 879 1640
4.86

Tabulka 3 : Vybérové plany pro demonstraci spolehlivosti, Situace 2
rs 0 2 3 6




[z
[107]

0.92 0.35 0.2194 0.1419 0.0937 0.0625 0.0419 0.0282
38

1.86 0.21 0.1628 0.1253 0.0982 0.0777 0.0620 0.0796
84

2.76 0.16 0.1288 0.1058 0.0882 0.0743 0.0629 0,0535
09

3.63 0.12 0.1071 0.0912 0.0786 0.0683 0.0597 0.0524
86

Tabulka 4: Podminéné pravdépodobnostni rozdéleni pdf (r2 | !2)

Tabulka 4 prezentuje numerické hodnoty pdf(r, |t,), které potiebujeme pro vypocet
aposteriorniho rizika odbératele &*. Rozptyl (viz obrazek niZe) se jevi mensi nez ukazuji
vybérové plany pro Situaci 1 a neni ani tolik zavisly na kumulované dobé 1, (pro volbu g
=0.3). JelikozZ testovaci moznosti vyrobee jsou zpravidla omezené (co do kapacity zkouseni),
navic vyznamnou tlohu v dnednim konkurenénim prostfedi hraje i rychlost provedeni ZDS, to
vie by nasvédcovalo ve prospéch vybérového planu P, resp. Py. Koneéné rozhodnuti by mélo
byt pfijato na zdkladé konsensu mezi vyrobcem a odbératelem s ohledem na statistické
charakteristiky 4,. Pomtckou pro rozhodovani muize byt zivislost podminéného
aposteriorniho  rozptylu Var {Ay/r2} na kumulované dobé zkouseni r;, kterd je
demonstrovana pro dand data na obrazku nize. Dalsim vystupnim parametrem, ktery muze byt
pfedmétem optimalizace v dodavatelsko odbératelskych vztazich, je aposteriorni riziko
odbératele &%, Které predstavuje aposteriorni pravdépodobnost, ze bude platit hypotéza
Hy:A24) za podminky, Ze zkouska spolehlivosti ve zrychleném prostiedi je vyhovujici.
Doplnék aposteriorniho rizika do jednicky (aposteriorni jistota 1-8%) v zavislosti na
odzkouSené kumulativni dobé 1, lze odeéist z obrazku pro aposteriorni jistotu vyie. Zadané
apriorni riziko 30 % (ag =0.3), jez se po aktualizaci redlnymi daty modifikuje na aposteriorni

riziko &*, se snizi na necelych 15% pro vybérovy plan Py, resp. 10% pro plan Ps.




Aposteriorni rozptyl lambda2 pro Situaci 2

1,6E-12 -

‘ 1'2=0 ! TZ:] ' r2=2

1,4E-12 1

1,2E-12 -
1E-12

8E-13 -

rozptyl lambda2

BE-13 -

4E-13 +

2E-13 +

0 : t — i } ! t |
500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000 3500000

Kumulativni doba testu[hod)|

Zavérecné poznamky

Prispévek prezentuje pouziti a doplnéni Bayesova pristupu v nékolika smérech. Za prvé,
pii predpokladaném exponencialnim modelu je tento aparat pouzit pro Géely transformace dat
ze zrychleného (teplotou) do normalniho prostiedi, je kvantifikovan faktor zrychleni, pficemz
jsou efektivné vyuzivana zdénlivé nepotfebna dlouhodobé nahromadéna vlastni data vyrobce
(apriornf informace), stejné jako experimentalni zkusenosti jinych vyrobed ekvivalentniho
vyrobku (vyrobeného ekvivalentni technologii). Za druhé, Bayestv piistup v kombinaci s
metodou maximalni vérohohodnosti je pouzit ke stanoveni vybérového planu zkouseni tak,
aby byly uspokojeny pozadavky odbératele, které jsou definovany dvojim zplisobem (Situace
I, Situace 2), a aby statistické charakteristiky (jako napf. rozptyl) Bayesovsky pojatého
parametru, pro ktery je koncipovan vybérovy plan, byly pod kontrolou. Za tieti, Bayesiv
pristup je vyuzit k uréeni tzv. aposteriorniho rizika odbératele, definovaného vy3e.

Kombinace metody maximélni vérohodnosti s Bayesovym pfistupem je pfirozend,
nebot” pro velké vybéry lze ukazat, ze asymptotické rozdéleni odhadu parametru ziskaného
metodou maximélni vérohodnosti je normalni, stejné jako aposteriorni rozdéleni stejného
parametru (pfi platnosti vhodnych podminek regularity a za predpokladu, Ze apriorni hustota

je kladna a spojitd v celém parametrickém prostoru). Pfi¢inou je hlavné to, ze ve velkych
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vybérech v aposteriornim rozdéleni dominuje vérohodnostni funkce a logaritmicka
vérohodnostni funkce je asymptoticky kvadraticka. Tedy pro velké vybéry plati. ze klasicky 1

Bayestiv pfistup vedou ke stejné indukei, ackoliv interpretace je dosti odlisna.
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1. Uvod

Teorie Bayesovské analyzy je netrividlni matematickou disciplinou, jejiz exaktni popis
. si vyzaduje pomérné ndroény aparat teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky. Pfesto
Ize Bayesovské metody efektivné vyuzivat pfi praktickych realizacich odhadii parametri
spolehlivostnich modelti v prostfedi zatizeném vyraznym nedostatkem dat a néj vyplyvajici
velkou mirou nejistoty kvantitativniho popisu reality. Prikladem takového prostiedi, kterym
se zabyvi tento prispévek. jsou vybrané segmenty pravdépodobnostniho modelu bezpeénosti
provozu (PSA) jaderné elektrarny odrézejici velikost potencialu pro vznik nezidoucich
udalosti, kde ani extrémné mald pravdépodobnost vyskytu nemuZe pro velmi zivazné
eventudlni nésledky vést k zavéru o malém nebo dokonce zanedbatelném tihrnném rizikovém

pfispévku.

2. Parametry pravdépodobnostniho modelu bezpeé&nosti
provozu jaderné elektrarny s potencialem pro uziti Bayesovského
pfistupu ke kvantifikaci

Typicky pravdépodobnostni model bezpe¢nosti provozu jaderné elektrarny je
v soucasnosti velmi slozitou strukturou s fadové mnoha tisici prvki. Kazdy z téchto prvki je
reprezentovan ,malym* spolehlivostnim modelem, pro néjz je nutné vyéislit hodnoty
parametri. Mohutnost zdroji dat vyuzitelnych pro odhad parametrit reprezentujicich
charakter (chybového) procesu se pro jednotlivé kategorie parametri PSA modelu vyrazng
odliSuje a vede k nasledujicim krajnim obecnym moznostem Feseni problematiky odhadu
V praxi:

o bohaty zdroj dat zprovozu dané elektrarny - parametry spolehlivostniho

modelu se odhaduji béznymi statistickymi metodami (v kontextu PSA se v praxi
mluvi o pfimém odhadu)

0 (téméf) nulovy zdroj dat z provozu elektrarny - k odhadu je nutné vyuzit
generickd data, tj. data zprovozu jinych piibuznych (pokud takova data jsou



k dispozici) nebo i typové odlisnych jadernych elektraren, nebo je mozné/nutné (pfi
absenci takovych dat, ale i pfi jejich existenci) opfit odhad o subjekt experta.

Na pomezi téchto alternativ (pomérné Sirokém, jak ostatné lze intuitivné ocekévat

z rozdilu mezi , bohatym™ a ,,nulovym* zdrojem dat) se nachazeji pomérné ¢asté (a z pohledu

prispévku k vysledkiim rizikové studie klicové) pfipady vyskytu omezeného mnoZstvi

dostupné specifické informace, jejiz rozsah nepostacuje k dostate¢né vérohodné kvantifikaci

parametri modelu, ale jejiz nevyuziti by bylo zcela nelogické. V téchto situacich se jako

vhodna volba feSeni problému kvantifikace nabizi uziti Bayesovskych metod statistické

analyzy adaptovanych na problém kombinovani méné vérohodnych generickych dat s cennou,

ale malo objemnou specifickou informaci.

Ocekavané vyuziti Bayesovské analyzy je dano Eetnosti vyskytu piipadii

wdobra® genericka data + milo obsazni, nicméné existujici specificka data

a je pro jednotlivé kategorie parametri PSA modelu specifikovano v nasledujici tabulce.

Tabulka 1: vyuziti Bayesovské analyzy pii odhadu parametrti PSA modeli jadernych

elektraren pro rizné kategorie parametr

Vyuziti
Typ parametru I el
Bayesovske Komentar
modelu PSA
analyzy
Vétsina odhadn je
realizovana S vyuzZitim
specifickych dat (soucasné
intenzita elektrarny jsou Jig
stredni _ ‘ ‘
nezdvislé poruchy provozovany po desetileti).
Motivacli pro uziti Bayesovské
analyzy mze byt vytvorfeni
prostredi pro kontinualni




aktualizaci hodnot parametru.
Pro (téméf) nové elektrarny je
Bayesovska analyza poznanou
nutnosti. Technika uziti

Bayesovské analyzy Jje podobna

jako pro piipad frekvenci
iniciaénich udalosti
rozpracovanych v tomto

ptispéevku.

K potenciidlu pro vyuziti
plati obdobné zavéry Jjako pro
intenzity nezavislych poruch.

Technika uZiti je v detailech

pravdépodobnost (volba typu apriorniho
nezavislého. stredni rozdeleni a rozdéleni
selhani popisujiciho specifickou
informaci) Jjinad neZ pro dale
popsanou aplikaci pro
kategorii frekvenci
iniciac¢nich udalosti.
V fadé pfipadd nejlepsi
frekvence cesta k maximalné vérchodnée a
iniciaéni udalosti vysoke | yialitni kvantifikaci
parametrti. Siroce vyuZivéano.
Historicky vyvosj vedl
jinymi cestami a Bayesovsky
odhad nenl pro tuto kategorii
parametri ve vetsi mire
vyuzivan. V soucasné dobé se
pravdépodobnost » vSak objevuji indikace moZnych
malé

lidské chyby

Zmen v piistupech a neni
vyloucen vyrazny narast
aplikaci reprezentujicich
dokonce vicenasobne pojeti

pfistupu k strategii analyzy -

prvni moZnosti Jje napriklad




uziti literarnich dat jako
generickych a kombinovaného
nazoru experti na provoz
elektrarny Jjako specifickych
vstupli (uZito v PSA finskych
elektraren), druhou mozZnosti

uziti expertniho odhadu Jjako

generické informace a
statistiky udalosti
z hodnocené elektrarny jako

specifickych dat.

Vyuzitli Jje =zasadné omezeno

extremne malym rozsahem
pravdépodobnost velmi o ) _
specifickeé informace.
nasobne poruchy male V budoucnosti lze ocekavat
mirny narist vyuziti.

Vzhledem k vysokeé
specifiénosti strategie udriby
pro danou elektrarnu a velkému

nepohotovost , : B i
nulovée objemu dostupnych specifickych

z duavodu udriby

dat neni aplikace Bayesovského
pristupu ani nutna, ani

vhodna.

3. Specifika uziti Bayesovského pristupu v modelu moderni

technologie provozované na méritelné trovni rizika

Exaktni popis vychodisek a nastrojii Bayesovského odhadu zachazi za ramec tohoto

prispévku. Vcelku hezky, instruktivni uvod k problematice Bayesovské analyzy z pohledu

statistika lze nalézt v [1]. Pfesto je vhodné se stru¢né zminit alespon o nékterych typickych

vlastnostech Bayesovskych odhadii a podrobnéji definovat rozdil mezi klasickym a

Bayesovskym odhadem, tak jak se projevuje v aplikacich pravdépodobnostniho hodnoceni

bezpecnosti slozitych modernich technologii.




Klasicky odhad frekvence iniciaéni udalosti byva v praxi v projektech PSA ztotoziiovén
s podilem poctu vyskytli dané iniciaéni udalosti a poctu reaktor-rokd, b&hem kterych byl
vyskyt iniciaéni udalosti zaznamenavan. Silné zakony teorie pravdépodobnosti jsou piislibem
toho, ze ziskany odhad bude pfi dostate¢né velkém a déle rostoucim poétu reaktor-roki
konvergovat ke konstantni skute¢né hodnoté frekvence vyskytu iniciaéni udalosti vztazené na

jeden rok provozu.

V' pripadé, ze pocet ,zaznaml" v datovém souboru ziskaném z provozni historie
studované elektrarny, popisujicim danou iniciaéni udélost, je maly. muze byt hodnota
piimého odhadu frekvence velmi vzdélena jeji skuteéné hodnoté a vzhledem k tomuto riziku
nelze hodnotu odhadu pouzit pro bezpe¢nostné orientované rozhodovani, které si vzdy, mimo
Jiné, zaklidd na dostatecné konzervativnosti pfistupu. V takovém piipadé je zvykem
piihlédnout k fadé dopliujicich zdroji, které poskytuji podklady pro odhad frekvence dané
iniciaéni udalosti vychazejici z mirné nebo vice odlisnych podminek (jina elektrarna stejného
typu nebo i elektrarna odlisného typu). Numerické hodnoty téchto odhadi se budou od sebe
lisit ze dvou divodi:

¢ zdiavodu pFirozené variability kazdého statistického odhadu pfi zméné rozsahu informace

vyuzité pro odhad (stejny typ odlisnosti jako mezi dvéma klasickymi odhady téze
pravdépodobnosti - rozdilné statistiky o téze udalosti daji rozdilné odhady jeji frekvence)

* z divodu Castetné odliSnosti podminek vzniku iniciaéni udalosti na riznych, byt tieba
pfibuznych jadernych elektrarnach,

Puvodni inicia¢ni uddlost je neoddélitelné spojena se specifickou jadernou elektrarnou
(a pravé tak je s touto elektrarnou spojen odhad frekvence udélosti). Frekvence vzniku dané
mistnich podminek. Namisto klasického postupu lze pak pfedpokladat, ze hodnoty frekvenci
iniciatni udalosti pro jednotlivé elektrirny jsou ¢iselnymi realizacemi nahodné velitiny.

Odhad frekvence vyskytu iniciatni udalosti pak lze ziskat aplikaci Bayesovského piistupu.

Pfednosti klasickych metod odhadu je jejich jednoduchost a piimocarost. Uzivatel
metod, ktery neni expertem v oboru teorie pravdépodobnosti, se snize ztotozni s principy
klasického odhadu nez s abstraktnim charakterem Bayesovskych metod. Uvedené piednosti

klasickych metod se viak mohou projevit pouze v pfipadé, ze jsou splnény zikladni
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predpoklady uZiti metod, mimo jiné existence minimalniho postacujiciho datového souboru
na jehoz zékladé lze provést klasicky odhad parametru. V piipadé, Ze tato podminka neni
spInéna, metody klasického odhadu selhavaji. Bayesovské metody pak, pres odlisnou filosofii
V€ podstaty, umoznuji zkompletovat alesponi miniméalné vérohodné odhady parametra, které
jsou vyzadovany jako vstupy do vydi trovné pravdépodobnostniho modelu bezpeénosti

provozu dané elektrarny.

Bayesovské metody navic umozZiiuji spojit nedostateénou informaci o specifické jaderné
podobn}"ch elektrarndch, ale i se zcela ,.subjektivnimi* odhady experti (Je vhodné zdiraznit,
ze subjektivita je zde Casto subjektivné zmifiovanym a zdiraziiovanym rysem s negativnim
nadechem, ale ve skute¢nosti mize expertni odhad objektivné reprezentovat relativné velmi
silny a vyvazeny datovy zdroj.) Finalni hodnota frekvence, Jez je odvozena spojenim tii
uvedenych zdroji informace (vyskyt udalosti na studované elektrarné ze specifické strany
Bayesovské aplikace, generickd data a subjektivni odhad expertli z jeji generické strany), pak

jiz Casto postatuje k odvozeni hodnot frekvenci prijatelné miry vérohodnosti.

V kazdém pripadé je tieba upozornit na to, ze Bayesovsky odhad pravdépodobnosti je z
ryze formalniho hlediska zcela jiny matematicky postup nez Klasicky odhad a nelze napt.
"srovndvat pfesnost” Bayesovského a klasického odhadu. PFi feseni konkrétniho problému lze
ovsem preferovat jeden typ odhadu.V pfipade, ze existuje ur€ity minimaln{ statisticky soubor
generickych dat i dat z provozu analyzované elektrarny, hraji specifickd data v modelu
klicovou roli zatimeo doplijici genericka data pouze koriguji vysledné hodnoty frekvence.
Dulezitost generickych dat oviem muZe adekvatné vzrist v pripadé, Ze je specificky zdroj
velmi chudy a naopak déle klesd, je-li specificky zdroj dat relativné bohaty. Bayesovsky
odhad tak vcelku vyvazené spojuje obé slozky dat a vytézi z nich maximum pro hledany

odhad frekvence.

4. Technika pouziti Bayesovského pFistupu v praxi souéasnych
pravdépodobnostnich studii bezpeénosti jadernych elektraren

Bayesovské postupy aplikované v kontextu pravdépodobnostniho  hodnoceni

bezpecnosti (a i jinde) jsou zalozeny na nasledujicim obecném schématu:




GENERICKA VYCHOZI INFORMACE

SPECIFICKA KONKRETNI INFORMACE OBJEMOVE ROSTOUCI S CASEM

SOUHRNNA SLOZENA VYCERPAVAJICI VYSLEDNA INFORMACE.

ProtoZe je Bayesovsky model matematickym modelem, jsou viechny tfi jeho slozky v

modelu zpracovavany pomoci matematickych objektt.

Generickd vychozi informace je do modelu implantovana pomoci apriorniho
pravdépodobnostniho rozlozeni. Konkrétni genericka data, ktera jsou k dispozici, jsou vyuzita
k uréeni numerickych hodnot parametri apriorniho rozdéleni. Obecny tvar rozdéleni
(normalni, lognormalni, Beta, Gama) se v praxi voli do jisté miry nezavisle na generickych

datech.

I druhda slozka modelu, specifickd informace, je do modelu vloZzena pomoci
pravdépodobnostniho rozlozeni. Styl prace s rozdélenim se zna¢né 1isi od pfipadu prvni
slozky modelu a rozdéleni se vybira ze zcela jiné tfidy pravdépodobnostnich rozdéleni.
Parametry rozdéleni jsou pfimo odvozeny z datovych zdznami, dokumentujicich priibéh
specifickych procest probihajicich na jaderné elektrarné a potencial pro jejich selhani (ve

smyslu naplnéni rizikovych ukazateli).

60




Zakladem pro tfeti, vyslednou slozku modelu, je aposteriomi pravdépodobnostni rozdélen.
Toto rozdéleni podava vycerpavajici informaci o pribéhu studovaného procesu, ktera byla
odvozena zakladé generickych dat modifikovanych zahrmutim specifické informace. Prakticky
vyznam maji hlavné numerické hodnoty nékterych parametrii aposteriorniho rozdéleni, které
pfimoc¢afe umoziuji kvantifikovat hledané frekvence udélosti. Aposteriorni rozdéleni je
ziskano z apriorniho rozdéleni a z rozdéleni popisujiciho specifickou informaci aplikaci

Bayesovy véty.
Volba pravdépodobnostniho modelu pro generickou informaci

Pfi vybéru pravdépodobnostniho modelu pro zahrnuti generické informace do studie je
nutné zvolit typ apriorniho rozdéleni a na zakladé generickych dat vyéis/ic parametry

rozdéleni.

Genericka data, ze kterych jsou odvozovany frekvence iniciaénich udalosti
pravdépodobnostnich modelt bezpednosti provozu JE, maji oproti obvyklym statistickym
vybérim zpracoviavanym metodami Bayesovské analyzy zcela specificky rys - odvozené
frekvence jsou typicky velmi malé. | kdyZ matematické statistika pracuje pti popisu jevil
redlného svéta daleko nejéastéji (pfimo nebo zprostfedkovang) se symetrickym normalné
rozdélenym modelem, neni tento model pro analyze extrémné malych frekvenci vyskytu
havarijnich udalosti vhodny a k popisu generickych frekvenci je nutné volit jind rozdéleni.
Nejcastéji jsou pouzivana nasledujici tfi pravdépodobnostni rozdéleni:

e Jogaritmicko-normalni rozdéleni

e (Gama rozdéleni

e néktera ze tiidy neinformativnich rozdéleni.

Logaritmicko normilni apriorni rozdéleni je z teoretického hlediska nejlepsi volbou

pro Bayesovsky model popisujici velmi malé frekvence vyskytu zkoumané udilosti.
Rozdéleni lze doporucit i z hlediska potfeb PSA modelu jak celku, Jednim z finalnich kroka
analyzy v ramci PSA projektu je analyza neuréitosti vyslednych kvantitativnich hodnot
popisujicich pravdépodobnost zkoumané vreholové udalosti modelu - poskozeni aktivni zony
reaktoru. Pfi této analyze je lognormalni rozdéleni bézné pouzivano pro modelovani nejistoty
odhadii numerickych hodnot vétSiny parametric PSA studie (pravdépodobnosti lidskych

selhani, intenzit poruch komponent, pravdépodobnosti nasobnych poruch se spole¢nou
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pri¢inou). Jestlize je lognormalni rozdéleni rovnéz postulovano jako apriorni k pouZiti v
Bayesovském modelu zavedeném pro frekvence inicia¢nich udalosti, je cely PSA model z
hlediska volby pravdépodobnostnich rozdéleni relativné konzistentni (pfestoze aposteriorni

rozdéleni vychazejici z procesu odhadu frekvence jiz lognormalni obecné neni).

Logaritmicko-normalni rozdéleni vsak neni nejvhodnéjsi z hlediska praktického
provadéni vypoc¢ti. Numerické vypolty jsou pii jeho vyuziti jako soucésti realizace
Bayesovského pristupu mnohem méné transparentni a vyzaduji pouzit K vyéisleni hodnot
parametri pomérné naroéné numerické techniky (numerickou integraci). Kromé toho je uziti
asymetrického lognormaélniho rozdéleni spojeno s nékterymi specidlnimi omezenimi, ktera
jsou napfiklad v porovnani s ,,obvyklym* symetrickym normalnim modelem zcela nova a
ponékud prekvapiva. Na druhé strané je sila vyhrad k uziti lognormalniho modelu z pohledu
numerické ndro¢nosti v posledni dobé zna¢né redukovéna diky velmi rychlému rozvoji

vypocetni techniky - jak v oblasti hardware, tak v oblasti software.

Rozdéleni Gama je z teoretického hlediska pro naplnéni role apriorniho rozdéleni

v odhadu frekvenci inicia¢ni udalosti téméf tak vhodné jako lognormélni rozdéleni. Navic lze
na zéklad¢ silnych vét teorie pravdépodobnosti prokazat, Zze za pomérné obecnych podminek
JiZ ur€ity ,nevelky* narist specifické informace stird rozdil ve vysledcich analyzy (hodnotich
parametrit aposteriorntho rozdéleni) vznikly pouzitim odlisnych apriornich rozdéleni. Jinak
fe¢eno, je-li k dispozici ur¢ity minimalni objem specifické informace, vysledné numerické
"aposteriorni" hodnoty frekvenci ziskané uzitim Bayesovského pfistupu mélo zavisi na volbé
typu apriornfho rozdéleni a je moZné volit to apriorni rozdéleni, které je nejvyhodnéjsi pro

provedeni praktickych vypoéti.

Rozdéleni Gama je pravé pro provedeni praktickveh vypoétd velmi vhodné. Toto
rozdéleni totiz vytvaii s dalSimi slozkami Bayesovského pravdépodobnostniho modelu pro
odhad frekvenci iniciacnich udélosti tzv. konjugovany systém. Veskeré numerické vypoéty v
ramci takového pravdépodobnostniho modelu jsou pak na rozdil od wuZiti apriorniho

lognormalniho rozdéleni velmi jednoduché a snadno proveditelné.

Dal3i vyhodou rozdéleni Gama je, ze jeho uziti nepodléhd nepiijemnym omezenim, se
kterymi je svazano uziti lognormalniho rozdéleni. Kromé toho ma rozdéleni Gama jesté
psychologickou vyhodu - prakticky vyznam obou parametrii rozdéleni je velmi nazorny a

dobfe predstavitelny (coz nelze Fici o parametrech lognormalniho rozdéleni).
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Tiida neinformativnich rozdéleni v sobé zahrnuje rozdéleni, ktera lze pouzit tehdy,

nemame-li zidnou generickou informaci o odhadované frekvenci. Vybér neinformativniho
rozdéleni s sebou pfinasi fadu néstrah, jejichZ teoreticky popis zachdzi za ramec tohoto textu.
viz napfiklad opét [1]. Je tfeba poznamenat, 7e volba neinformativniho rozdéleni meni
vyjadrenim malé viry v genericka data, kterd jsou k dispozici, ale je vychodiskem z nouze
bezprostiedné spojenym s popfenim existence jakychkoli generickych dat popisujicich danou
udalost. I pro velmi malo vérohodna genericka data Je spravnou volbou vybér apriorniho
rozdéleni, které nepatfi do této tfidy. Bayesovsky pristup je totiz implicitné uréen pravé pro

analyzu malo vérohodnych dat.
Odvozeni numerickych hodnot parametrii apriorntho rozdélent

Druhou dulezitou slozkou apriorniho modelu jsou numerické hodnoty parametri
zvoleného rozdéleni. Lognormélni i gama rozdéleni patii do tiidy dvouparametrickych
rozdéleni a v obou pfipadech je tfeba dodat do modelu dvé numerické hodnoty parametrt,
tyto dvé hodnoty uréuji dané rozdéleni vy&erpavajicim zpusobem. V pfipadé neinformativnich
rozdéleni neni tfeba (ani mozné) odvodit numerické hodnoty parametrii (protoze neexistuje
zadna genericka informace, kterou by bylo mozné zkoncentrovat do &iselné hodnoty

parametru).

Obvykle nelze pfimo uréit numerické hodnoty parametrii rozdéleni na zikladé
generického datového souboru. Typicky genericky datovy soubor v3ak poskytuje podklady
pro vypotet jinych charakteristik aprioniho rozdéleni. 7 ¢iselnych hodnot téchto

charakteristik jsou pak uréeny numerické hodnoty parametrii hustoty rozdéleni.
Odvozent hodnot ciselnych charakteristik apriorniho rozdélent

Nejcastéjsi dvojici charakteristik rozdéleni, kterou lze ziskat z generického datového

souboru je dvojice

CHARAKTERISTIKA POLOHY CENTRA ROZDELENI + CHARAKTERISTIKA MAXIMALNE PESIMISTICKEHO
ODHADU.

Volba vyznamu charakteristiky polohy centra rozdéleni byvala viceméné véci vkusu.

V potéte¢nich obdabich aplikace pravdépodobnostnich metod k vystavbé rizikovych modeli
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provozu JE (viz napf. klasickou WASH-1400 studii [2]) se za centrdlni charakteristiku
rozdéleni pouzival pfevazné medidan rozdéleni. V posledni dobé je v3ak za standard
pokladana volba stfedni hodnoty jako centralni charakteristiky rozdéleni. Stiedni hodnota ma
totiz (na rozdil od medidnu) dileZitou vlastnost aditivity, tj. stfedni hodnota souétu dvou
nahodnych veli¢in je rovna souétu jejich stfednich hodnot, zatimco median tuto vlastnost

r

nema.

V pripadé lognormailniho rozdéleni podléhd volba stfedni hodnoty jako centralni
charakteristiky rozdéleni jednomu dilezitému explicitnimu omezeni. Lze dokazat platnost

tvrzeni

95% kvantil logaritmicko-normdlniho rozdéleni je maximdiné 3.8681...

nasobkem stiedni hodnoty rozdélent,

jez je primym dusledkem specidlnich vlastnosti asymetrické hustoty lognormalniho
rozdéleni. Odtud vyplyva, ze mame-li pro apriorni rozdéleni (z jakychkoli zdroji) k dispozici
centralni a konzervativni charakteristiku, jejichz pomér je vétsi nez 3.8681..., nelze v praxi
polozit centralni charakteristiku za stfedni hodnotu rozdéleni a konzervativni charakteristiku
za 95%ni kvantil rozdéleni (ve skute¢nosti toto nelze uéinit ani pro charakteristiky, jejichz
pomér se blizi dané hodnoté zdola, protoze matematické vlastnosti takového lognormélniho

modelu jsou jiz velmi §patné).

Konkrétni charakteristiku pro maximalné pesimisticky odhad obvykle volime v souladu
s vyznamem charakteristiky uvedené v generickém zdroji. Nejéastéji byva pouzivana hodnota
95% kvantilu rozdéleni, nékdy se objevuje hodnota chybového faktoru EF definovana jako
symetricky podil 95% kvantilu rozd&leni a medianu rozdéleni a soucasné podil medidnu
rozdéleni a 5%niho kvantilu rozdéleni. Uvedend symetrie je vSak dana specifickymi
vlastnostmi lognormalniho rozdéleni a pro jina rozdéleni (specidlné v tomto kontextu rovnéz
uzivan¢ rozdéleni gama) neplati. V pfipadé volby gama rozdéleni jako apriorniho se tak
vétsinou pracuje pfimo s kvantily rozdéleni, i kdyz je teoreticky mozné zavést zobecnény
chybovy faktor jako podil 95%niho kvantilu a medidnu rozdéleni, bez bliz§iho vztahu

r

k 5%nimu kvantilu rozdéleni (v rizikovych studiich je vzdy kli€¢ovou otizkou zajisténi
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postaujici konzervativnosti, takze role 95%niho kvantilu nad roli $%niho kvantilu

jednoznaéné dominuje a dolni kvantil je v podstaté pro praxi nezajimavy).

V idedlnim pfipadé je genericky datovy soubor tvofen nékolika nezavislymi odhady
nékolika jim odpovidajicimi "hornimi mezemi odhadd", tj. maximalné konzervativnimi (ale
jesté rozumnymi) variantami téchto odhadi. Stiedni hodnotu apriorniho rozdéleni lze pak
ur¢it jako geometricky primér odhadi frekvence z generickych zdroji nebo lze vybrat
jedinou urcitou hodnotu, o které lze odtvodnéng piedpokladat, ze znéjakého davodu
rebrezentuje alternativu nejblizsi provozu hodnocené elektrarny. Druhou charakteristikou
apriorniho rozdéleni, ktera se vybira podle podobnych zasad, je 95% kvantil apriorniho

rozdéleni,

Volba geometrického priméru jako charakteristiky pramérnosti je indikovéna
vyraznou intuitivni asymetriénosti souboru realizaci nahodnych veli¢in, které se pouzivaji k
odvozeni frekvenci iniciaénich udalosti. Jestlize napfiklad mame k dispozici jako dvé krajni
hodnoty odhadované frekvence 10 a 107, jevi se v kontextu pravdépodobnostnich modeli
rizika zcela pfirozené uzit jako primérmou hodnotu 107 (coZ je hodnota geometrického

priméru) a nikoli pfiblizné 5 x 107, coZ je hodnota priuméru aritmetického.

Pfi prici se zdroji generické informace je tieba zachovavat velkou opatrnost. Oblast
frekvenci iniciaénich udalosti je typickou oblasti "fidkych dat". Mezi viemi realizovanymi
PSA studiemi, které jsou hlavnim zdrojem generickych frekvenci iniciacnich udalosti,
neexistuje jedind, kterd by odhad frekvenci mohla zalozit pouze na vlastnich specifickych
datech. Jinymi slovy, viechny PSA studie vyuzivaji n€jakym zplisobem genericka data
(nejcastéji jde pravé o Bayesovsky pristup) a proto jsou hodnoty frekvenci odvozené v
jednotlivych studiich silné zdvislé, dokonce je velmi pravdépodobné, Ze existuje jisty
"spoleény zéklad", ktery je déle spontanné pouzivan jednotlivymi studiemi a na jehoz masivni
jadro jsou dale a dale nabalovany tenké slupky specifickych informaci z jednotlivych
elektraren. Tato skute¢nost vede k doporudeni nepouzivat k odhadu apriorni stfedni hodnoty
geometricky primér generickych frekvenci (ani jakoukoli jinou  zprtimériiovanou

charakteristiku), namisto toho radéji polozit hodnotu apriorni stfedni hodnoty rovnou piimo
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jedné zvolené (nejvice vérohodné) generické frekvenci a podobné se zachovat i v pfipadé
95% kvantilu apriorniho rozdéleni (pfi pouziti zprimérované hodnoty se mohou rozhodujicim
zplisobem prosadit ty vlivy, které jsou v daném oblasti opakované vyuzivany nejdéle, to
znamena nejstarsi informace, kterd jiz pravdépodobné nebude konzistentni se soucasnym

stavem provozu analyzované elektrarny).

Optimalni prakticky postup vybéru charakteristik apriorniho rozdéleni na zakladé

predchozich teoretickych tivah je tedy nasledujici:

e zdroje generické informace se zhodnoti z hlediska moznych vzajemnych zavislosti

e v pripadé zavislych zdroji se vybere jediny nejlepsi zdroj generické informace

» v piipadé prokdzané nezivislych zdroji se numerické hodnoty popisujici generickou
informaci ziskaji jako geometrické priméry viech (popfipadé bez odseknutych odlehlych
pozorovani) generickych ¢iselnych hodnot zahrnutych do vybéru generické informace (tj.
numerickd hodnota centralni charakteristiky se ziska jako geometricky primér numerickych
hodnot generickych centralnich charakteristik, numericka hodnota 95% kvantilu apriorniho
rozdéleni se ziska jako geometricky primér numerickych hodnot generickych 95%
kvantili)

e zvoli se typ konstruovaného apriorniho rozdéleni, pfi volbé se pfihlédne k typu
numerickych charakteristik z generického souboru, které budou vyuzity, je-li konzervativni
generickou charakteristikou chybovy faktor, existuje diivod navic pro volbu apriorniho
lognormélniho rozdéleni, jinak je vhodnou volbou apriorni gama rozdéleni

e v piipadé apriorniho gama rozdéleni nebo v pripadé apriorniho lognormélniho rozdéleni
popsaného pomoci chybového faktoru a v pfipadé apriorniho lognormalniho rozdéleni
takového, ze se pomér 95% kvantilu a hodnoty centralni charakteristiky neblizi mezni
hodnoté 3.8681... se hodnota centralni charakteristiky ztotozni se stiedni hodnotou
apriorniho rozdéleni

* v pripadé, ze se pomér 95% kvantilu a hodnoty centrilni charakteristiky blizi mezni
hodnoté 3.8681 nebo ji prekracuje, se hodnota centrdlni charakteristiky ztotozni s
medianem apriorniho rozdéleni

» typ konzervativni charakteristiky apriorniho rozdéleni se voli tak, aby odpovidal typu
generické konzervativni charakteristiky, ¢iselnd hodnota konzervativni charakteristiky
apriorniho rozdéleni je pak rovna ciselné hodnoté vybrané generické konzervativni
charakteristiky nebo geometrickému priameéru z vice hodnot nezavislych generickych
konzervativnich charakteristik.

Po zvoleni a vy¢isleni charakteristik apriorniho rozdéleni je tfeba transformovat jejich
¢iselné hodnoty na ¢iselné hodnoty parametru hustoty rozdéleni. Konkrétni transformace

pochopitelné zavisi na zvoleném typu rozdéleni a na zvoleném typu charakteristik rozdéleni.
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Transformace hodnot ¢iselnych charakteristik apriorniho rozdéleni na hodnoty parametrit hustoty

apriorniho rozdéleni

Ozna¢me parametry hustoty apriorniho rozdéleni p,. p; . oznaéme déle median rozdéleni
m, stfedni hodnotu rozdéleni E, 95% kvantil rozdéleni k, chybovy faktor rozdéleni EF a

druhou odmocninu z ¢isla SQRT,

Je-li zvolenym apriornim rozdélenim lognormaélni rozdéleni, existuji pro viechny
mozné kombinace ¢iselnych charakteristik rozdéleni explicitni vztahy, které umoZiiuji vy&islit
hodnoty parametr(i hustoty rozdéleni. Podle konkrétni kombinace &iselnych charakteristik se k

vypoctu hodnot parametrt rozdéleni vyuziji dva z nasledujicich vzoret:

p1 = Inm,

pi = InE - (InEF)¥/5.411

pi = Ink-2.705 + 1.645 x SQRT(2.705 + 2 x In(E/k))
p: = InEF/1.645

p2 = In(k/m)/1.645

p2 = SQRT(2«(In E - py))

VySe uvedené omezeni pro pouziti lognormélniho rozdéleni tykajici se poméru
tiselnych hodnot sttedni hodnoty rozdéleni a 95% kvantilu rozdéleni nam zarucuje, ze vyraz

pod odmoceninou ve vzorei pro p je kladny a vztah ma v tomto piipadé vzdy smysl.

Parametry gama rozd€leni nelze urcit z jednoduchych explicitnich vztahd, tak jak je
tomu v pfipadé lognormélniho rozdéleni. Pfesto je jejich uréeni ve vétsiné piipadi dobfe
mozné. Pfi urCeni parametri vyuZijeme nasledujicich vztahi (zna¢eni jednotlivych
charakteristik je stejné jako u lognormélniho rozdéleni az na jeden rozdil - k; oznatuje 5%

kvantil gama rozdéleni a k; ozna¢uje 95% kvantil gama rozdéleni):

E = pi/pa,

Il

m = %%05(2p1)/2ps

Il

ki = 7%005(2p1)/2p2
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ko = xzn 0s(2p1)/2pa.

Hodnoty kvantilti ¥* rozdéleni lze nalézt ve statistickych tabulkach. Tyto tabulky vsak
obvykle obsahuji kvantily rozdéleni pouze pro celo¢iselné hodnoty argumentu, pro racionalni

hodnoty argumentu je nutné odvodit kvantily interpolaci.
Vlozeni specifické informace do modelu

Podobné jako generickd informace, je i specificki informace popséna
pravdépodobnostnim rozdélenim. ProtoZze se viak prace se specifickou informaci v ramci
modelu lisi od prace s generickou informaci, je tiida rozdéleni, ktera se pouzivaji pro zahrnuti

specifické informace do modelu, odlisna.

Z obecného hlediska je hlavnim rozdilem mezi zpracovanim generické a specifické
informace to, Ze specificka informace je zpracovavdna kontinudln&, v ¢asové névaznosti.
Cilem  aplikaci  vytvofeného modelu neni pouze jednordzovda kvantifikace
pravdépodobnostnich bezpecnostnich parametri jaderné elektrarny, ale i zachyceni viech
zmén téchto parametrii v budoucnosti. Na rozdil od generické informace, ktera vytvaii jednou
provzdy nutny zdklad pro vystavéni modelu, je zpracovani specifické informace &asové

podminénym, opakovanym procesem.

Pro modelovani specifické informace v ramci Bayesovského modelu pro frekvence
iniciatnich udalosti je nejvhodnéjsi Poissonovo rozdéleni. Toto rozdéleni méa nékteré
vlastnosti, které dobie odpovidaji modelované realité. Plati napf. nasledujici véta:

Jestlize posloupnost postupné nastivajicich jevii ma tu viastnost, Ze doby mezi
vyskytem po  sobé ndsledujicich jevii jsou nezavislé a maji vSechny stejnou
exponencidlni distribucni funkci 1 - e (1>0), pak pocet jevit v daném casovém

intervalu (0,t) ma Poissonovo rozdélent s parametrem At

Uvedend véta vymezuje nasledujici predpoklady, za kterych lze pouzit Poissonovo

rozdéleni pro modelovéni poctu vyskyti dané iniciaéni udélosti na specifické elektrérné:

* doba do vyskytu poruchy ma exponencidlni rozdéleni
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e viechny doby do vyskytu poruchy maji stejné exponencidlni rozdéleni

¢ doby do vyskytu poruchy jsou nezavislé.

Tyto obecné predpoklady maji konkrétni dusledky pro platnost Poissonova modelu.
Parametrem exponencialniho rozdéleni je konstantni intenzita poruch. To znamena, ze se v
ramei Poissonovského modelu omezujeme na vyvazenou a stabilni ¢ast provozniho obdobi
elektrarny a neuvazujeme "obdobi détskych nemoci" Zivota elektrarny a obdobi snizené
bezpecnosti a spolehlivosti v dasledku starnuti komponent. Praktickym dasledkem tohoto
piistupu je, Ze nemuseji byt do poruchové statistiky zafazeny poruchy z obdobi tésné po
zahdjeni provozu elektrarny. Druhym bezprostfednim dasledkem uplatnéni teoretickych
predpokladi je to, Ze model neuvazuje mozné zlepdeni provoznich vlastnosti elektriarny na
zakladé opatfeni provedenych po vyskytu poruchové udalosti (exponenciélni rozdéleni doby
do poruchy, resp. jeho parametr, je stile stejné). Takova opatfeni je viak do PSA modelu

mozné implicitné zahrnut jinymi zptsoby.

Jinym zikladnim charakteristickym rysem Poissonovského modelu plynoucim z teorie
je. ze vyskyt poruchy v uritém Easovém okamziku nijak neovliviiuje pravdépodobnost

vyskytu poruchy v nasledujicim obdobi (nezavislost dob do vyskytu).

Poissonovo rozdélent je diskrétni rozdéleni, které definuje pravdépodobnost vzniku r

poruch béhem ¢asového intervalu délky T nésledujicim zptsobem:

pr = (AT xe™/rl |

V piipadé, Ze je jako apriorni rozdéleni pouzito gama rozdéleni nebo specialni typ
neinformativniho rozdéleni, je cely proces odvozeni frekvence iniciaéni udalosti tak
piimocary, ze pii jeho praktickém provadéni neni vibec nutné studovat zminéné Poissonovo
rozdéleni (pfestoze je nedilnou soucasti modelu). V piipadé, Ze je jako apriorni rozdéleni
zvoleno lognormalni rozdéleni, je pro odhad frekvence inicia¢ni udalosti nutné aplikovat
Bayesovu vétu v explicitnim tvaru, véetné kompletni slozky popisujici narust specifické

informace, ktera je matematicky popsana Poissonovym rozdélenim.
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Odvozeni aposteriorniho rozdéleni pomoci Bayesovy véty

Jak jiz bylo vySe uvedeno, neni cilem a vysledkem Bayesovského pfistupu odvozeni
Jjediného ¢iselného odhadu konstantni hodnoty frekvence iniciaéni udalosti. Namisto toho
poskytuje  uziti  Bayesovského pfistupu  vysledek ve formé aposteriorniho
pravdépodobnostniho rozdéleni. Jakmile je aposteriorni rozdéleni jednoznaéné uréeno
explicitnim tvarem své hustoty, je moZno vyéislit viechny jeho kli¢ové charakteristiky a

pouzit nékterou z nich jako odhad frekvence iniciaéni udalosti pro specifickou elektrarnu.

Teoretickym zékladem pro nalezeni aposteriorniho rozdéleni na zikladé apriorniho
rozdéleni reprezentujiciho generickou informaci a diskrétniho rozdéleni reprezentujiciho

specifickou informaci je Bayesova véta v nasledujicim tvaru:

Oznacéme p frekvenci iniciacni uddlosti ftp) hustotu jejiho apriorniho
rozdélent ziskanou na zdkladé generickych dat, ddle oznacme T pocet reaktor roki,
po ktery evidujeme poruchy na zkoumanych elektrdrndch specifického bypu, ar
pocet poruch, které se vyskytly béhem obdobi délky T, konecné oznacme ap|r,T)
hledanou hustotu aposteriorniho rozdéleni, tj. rozdéleni Jfrekvence iniciacni
uddlosti za predpokladu, Ze apriorni rozdéleni lze popsat hustotou [ a Ze béhem
casového obdobi délky T bylo na zkoumané elektrarné evidovdno r poruch. Pak

plati,

mp|rT) = [f(p) x (0xT)" 5 e /1] / I(fip) x (0xT) x ™ / 1) .

kde I nahrazuje symbol pro urcity integrdl spojité funkce.

Technické provedeni nalezeni parametr(i aposteriorni hustoty na zékladé Bayesovy véty

se zna¢ne¢ odliSuje podle typu pfipravené apriorni hustoty.

Je-li apriorni hustotou hustota gama rozdéleni, tvofi tato hustota s Poissonovym
rozdélenim specifické informace tzv. konjugovany systém. Tento technicky termin
neznamena z pohledu praktické analyzy nic jiného nez to, Ze pro apriorni gama rozdéleni a

specifické Poissonovo rozdéleni je aposteriorni rozdéleni vizdy (opét) gama rozdéleni.
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Parametry aposteriorniho gama rozdéleni lze pfitom uréit velmi jednoduchym zpusobem.
Protoze vSechny zajimavé charakteristiky aposteriorniho gama rozdéleni lze ur¢it z jeho
parametrti pomoci jednoduchych vyse uvedenych vztahil a statistickych tabulek xz—rozdélcni‘
viceméné neni v tomto pfipadé nutné zabyvat se technickym provedenim Bayesovy véty a

pfitomnosti Poissonova rozdéleni v modelu.

Ciselné hodnoty parametrii q;, g, aposteriorniho rozdéleni lze v takovém piipadé urcit z
hodnot parametrli p), p; apriorniho rozdéleni, délky sledovaného obdobi na specifické
elektraré T a poctu r vyskytl inicia¢ni udalosti daného typu béhem obdobi délky T pomoci

vztaht

Qg=pitr, @=p+T,

Jak je ihned vidét, jsou vztahy pro uréeni parametri aposteriorniho rozdéleni skute¢né

velice jednoduché.

Druhou vhodnou apriorni hustotou, kterd miize byt pouzita v ramei Bayesovského modelu
odhadu frekvenci inicia¢nich udalosti, je apriorni hustota lognormalniho rozdéleni. Jak uz
bylo uvedeno, tento pfipad se z hlediska technického provedeni lidi od predchozich dvou

piipadii. Apriorni hustota lognormélniho rozdéleni netvofi konjugovany systém s

Poissonovskym modelem pro specifickou informaci, takze aposteriorni rozdéleni, které
ziskame v ramci Bayesovského modelu z apriorniho rozdéleni, neni stejného typu jako
apriorni rozdéleni, tj. lognormalni a dokonce jde o rozdé&leni, které vibec nelze popsat pomoci
nékterého znamého typu spojité hustoty rozdéleni. Lze oviem uréit klicové obecné
charakteristiky rozdéleni jako stfedni hodnotu, medidn nebo kvantily rozdéleni a na jejich
zakladé odhadnout hledanou frekvenci iniciaéni udélosti, k jejich nalezeni je oviem nutné
pouzit pomeérné naroéné metody numerické integrace nebo metody diskrétni aproximace

spojité funkce po ¢astech konstantni funkci a kombinovani téchto diskrétnich aproximaci.
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5. Zavér - shrnuti postupu

Pfi nedostatku dat popisujicich vyskyt iniciaéni udalosti na specifické elektrame je
vhodné pro odhad frekvence iniciaéni uddlosti potiebny pro model pravdépodobnostniho

hodnoceni bezpe¢nosti elektrarny vyuzit Bayesovsky pristup.

Je tieba zhodnotit mozné zdroje generickych dat pro kvantifikovani konkrétni iniciaéni
udalosti a vybrat nejlepsi zdroj (resp. nejlepsi zdroje, pozor viak na zévislost zdrojti!). Dale se
zvoli nejvhodnéjsi apriorni rozdéleni pro fedeni dané ulohy. Z generickych dat jsou odvozeny
numerické hodnoty kli¢ovych charakteristik rozdéleni. Z hodnot klicovych charakteristik

rozdéleni jsou uréeny hodnoty parametrii hustoty apriorniho rozdéleni.

Na zakladé informaci o historii provozu specifické jaderné elektrarny (nebo skupiny
elektriren daného typu) se zjisti podet reaktor-roki provozu a pocet vyskyti dané iniciacni
udalosti. Genericka informace je sloudena se specifickou informaci pomoci Bayesovy véty.
Vysledkem uziti Bayesovy véty je nalezeni aposteriorniho rozdéleni frekvence iniciaéni

udalosti,

Z téch charakteristik aposteriorniho rozdéleni, které jsou k dispozici po aplikaci
Bayesovy véty, jsou odvozeny vsechny ostatni dilezité charakteristiky rozdéleni. Stiedni
hodnota aposteriorniho rozdéleni se vyuzije jako odhad frekvence iniciaéni udalosti v
systémovém modelu elektrarny, ktery je soudasti PSA studie. Kvantily aposteriorniho

rozd€leni se pouziji pfi analyze neuréitosti v ramei dané PSA studie.
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Praktické aplikace Bayesovskych metod

ve stavebnictvi
Milan Holicky a Miroslav Sykora’
'Ceské vysoké uceni technické v Praze, Klokneruv iistav
Souhrn
Bayesovské metody se ve stavebnictvi uplatiuji  nejcastéji pii  stanoveni
charakteristickych a navrhovych hodnot vlastnosti materidlt, které je dilezitym krokem
hodnoceni existujicich konstrukei. Piedeviim v pripadech, kdy je k dispozici pouze maly
pocet vysledki zkousek, lze pfi postupu zalozeném na Bayesové vété vyuzit apriorni
(pfedchozi) informace. Numericky priklad stanoveni charakteristickych a navrhovych hodnot
meze kluzu oceli S235 na zakladé malého potu zkousek naznatuje, ze odhady kvantili
stanovené klasickymi statistickymi postupy mohou byt znaéné konzervativni v porovnani
s odhady stanovenymi prostfednictyim Bayesovskych postupii.

UvoD

Stanoveni vlastnosti materidli je obvykle dilezitou souéasti hodnoceni spolehlivosti
existujicich konstrukei. Vychozim podkladem pro hodnoceni miize byt projektova
dokumentace véetné statického vypoltu, které mohou uvadét vlastnosti vySetfovaného
materidlu. Na zakladé dopliujicich znalosti o vlastnostech materialt ziskanych z dlouholetych
zkuSenosti pfi ustalené vyrobé nebo ze sledovani podobnych konstrukei pak muze byt
stanoven tzv. apriorni teoreticky model. ProtoZe se vlastnosti materidli obvykle povazuji za
nahodné veli¢iny, jedna se o apriorni rozdélenf pravdépodobnosti, Pfi pochybnostech o
vhodnosti apriorniho modelu se provedou a vyhodnoti zkousky [1], které predpoklady
potvrdi, pfipadné vyvrati. Na zékladé zkousek lze dile s vyuzitim Bayesovskych postupi
[2,3.4,5] apriorni rozdéleni aktualizovat.

Prispévek se zabyva pfipadem, kdy se z dostupnych poznatki [7] stanovi apriorni
rozdéleni pravdépodobnosti, Uvazuji se pouze nejeastéji pouzivana rozdéleni pro vlastnosti
materidlu — normalni (Gaussovo) a lognormalni s po¢atkem v nule. Dale se predpoklada, ze
lze provést pouze omezeny pocet zkousek. Nejdfive se uvadi postup odhadu kvantilu podle
dokumentu CSN EN 1990 [8] a stanoveni kvantilu z teoretického modelu apriornich rozdéleni
[4]. Déle se popisuje stanoveni posteriorniho (aktualizovaného) modelu vlastnosti materialu
prostiednictvim Bayesovskych postupi. Teoreticky rozbor je doplnén numerickym pifkladem,
ktery naznacuje, e pravdépodobnostni metody se mohou G&inné uplatnit pfi hodnoceni
existujicich konstrukei. ZvySeni charakteristické nebo navrhové hodnoty, které muze byt
dosaZeno s vyuzitim viech znalosti o vlastnostech materialu, mize byt zidouci pfi hodnoceni
existujicich konstrukei predevsim s ohledem na vy$8i zatizeni podle novych evropskych
predpisti EN Eurokadi.

VYHODNOCENI ZKOUSEK PODLE CSN EN 1990 A CSN ISO 13822 A

STANOVENI KVANTILU TEORETICKEHO MODELU

Uvazujme dale, Ze vySetfovana vlastnost materidlu, jako je napf. pevnost betonu
v tlaku, mez kluzu nebo modul pruznosti oceli, je nahodnd veli¢ina a pro hodnoceni
spolehlivosti je potiebné stanovit charakteristickou nebo navrhovou hodnotu. Podrobny popis
stanoveni odhadu kvantilu nahodné veliciny na zakladé zkousek s vyuzitim postupi
matematické statistiky lze nalézt napt. ve sborniku [9]. Podrobnosti ke stanoveni kvantilu
podle CSN EN 1990, prilohy D [8] a také podle CSN ISO 13822 [1] se uvadi napf. v pFirucce
[20]. Pro dplnost a uvedeni pouzitych symboli se nyni zopakuji nejdulezit&jsi vztahy.



Z vysledkit n zkousek xj. xa...., x, se stanovi prumér m, smérodatna odchylka s a
variaéni koeficient v podle vztah:

S

m=- :

n

Y= (1)

m

Za piedpokladu normélniho rozdéleni materialové vlastnosti X se pak p-procentni
kvantil x,, stanovi ze vztahu:

xp=m (1 -k, v) (2)

kde &, je soucinite]l p-procentniho kvantilu, ktery je pro p = 0,05 uveden v tabulce NA.2 [8].
Soucinitel &, lze stanovit pro variaéni koeficient v stanoveny podle vztahu (1) (neznamy Vy —
viz priru¢ka [20]) také jako:

kn =~ qdp, V(1 + 1/n) (3)

kde g, je kvantil Studentova r-rozdéleni [10] odpovidajici zadané pravdépodobnosti P a poétu
stupnit volnosti (v tomto pifpadé v=n— 1),
Pro lognormalni rozdéleni s pocatkem v nule se p-procentni kvantil stanovi ze vztahu:
X, = me'*""ﬂ'—‘ﬂ_""j'"('”']J 4)
Pro zndmou tiidu materialu lze &asto v dostupné literatufe nalézt podklady pro
stanoveni statistickych charakteristik apriorniho modelu [7.11,12,13] — vhodnou hustotu
pravdépodobnosti f*(+) a distribuéni funkci F*(*), primér m* a smérodatnou odchylku s* (piip.
i Sikmost w‘, dolni mez x* apod.). Poznamenejme, Ze symbol "*" znagi apriorni
charakteristiky, symbol " “ " posteriorni a bez apostrofii se uvadi charakteristiky stanovené na
zaklade zkousek. Pro normalni rozdéleni N(m* s*) se hledany kvantil uréi ze vztahu:

Xp=m"+ u,s (5)
kde u, je kvantil normovaného normalniho rozdéleni odpovidajici pravdépodobnosti p.
b L !
Kvantil lognormélniho rozdéleni se uréi ze vtahu:

,eur V’.ﬂyl_lr":)—ll,ﬁll1(l4 v )

X, =m (6)

V nékterych pfipadech muze vlastnost materialu vykazovat vyssi nebo naopak niz
Sikmost, nez kterd je dana normalnim (w*= 0) nebo lognormélni rozdélenim s poc¢atkem
voule (w'= 3v'+yv%). Pak je casto vhodné popsat vlastnost prostiednictvim
triparametrického lognormélniho rozdéleni [4], pro které odhad kvantilu uvadi napf,
publikace [14,15].

Pfi malém poctu zkousek mohou vést vztahy (2) a (4) ke konzervativnim odhadim.
Stanoveni kvantilu na zakladé apriorniho teoretického modelu ze vztah (5) a (6) mize byt
zatizeno chybou, pokud neni zaruéena tfida materidlu. Proto je vhodné oba druhy informaci
kombinovat s vyuzitim postupu zaloZeném na Bayesové véte [4,5,16,17,18].

BAYESOVSKY POSTUP AKTUALIZACE PRAVDEPODOBNOST]

V tomto oddilu se na po¢atku vysvétli Bayesova véta pro obecné jevy 4 a B. Dale se
popise jeji aplikace pri aktualizaci apriornich informaci na zikladé zkousek. Podminénd
pravdépodobnost P(4|B) jevu A za dopliujici podminky, ze souc¢asné (nebo piedem) nastal
jiny jev B s nenulovou pravdépodobnosti P(B), se definuje vztahem:

P(A|B) =P(4 n B) / P(B) (7)
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Podobné plati:
P(B|A) = P(4 N B) / P(4) (8)

Jestlize podle Obr. 1 muZe jev 4 nastat pouze realizaci jednoho z navzajem
disjunktnich jeva B, i = 1, 2, .., n, a jsou znamé pravdépodobnosti P(B,) a podminéné
pravdépodobnosti P(4|B)), pak pravdépodobnost jevu 4 miize byt stanovena z véty o uplné
pravdépodobnosti:

P(4)=)"P(B)P(A|B) )

B B:

Obr. 1. Jev 4 a navzajem disjunktni jevy B,.

Ze vztahii (7), (8) a (9) plyne velmi dilezity vztah oznacovany jako Bayesova véta

P(B)P(4]B,)
P(B,| 4)= '
14 D P(B)P(4|B))

(10)

V klasickém pojeti statistiky se charakteristiky veli¢iny X (primér m. smérodatna
odchylka s, piipadné Sikmost w. dolni mez x, apod.) uvazuji jako deterministické hodnoty,
které se odhaduji na zékladé zkousek [3,10]. Vektor charakteristik se v dalgim textu znaci
symbolem ©. U kazdého nédhodného vybéru (nap. zkousky kostek betonu za stanovenych
podminek) [4] se charakteristiky odhaduji oddé&lené na zakladé informaci z vyhodnoceni
zkousek.

V Bayesovském postupu se charakteristiky @ uvazuji jako ndhodné a jejich rozdéleni
se aktualizujf na zakladé zkouek. Pfedpokladejme, 7e:

- vysledky zkousek jsou xy, xa, ...., x, (jev A4),

- veli¢ina ma apriorni sdruzenou hustotu pravdépodobnosti f(x|®) zavislou na

nahodnych parametrech @ a

- fe'(®) je apriorni sdruZena hustota pravdépodobnosti parametrii ©.

Ozna¢me realizaci vektoru ® e (6,, 0, + A) jako jev B,. Vztah (10) lze prepsat jako:

f,'(0,)A0 ]‘[ £'(x |0, JAx
31,0, )a0 r:lf'(x,Iok)Ax

fQ”(BJ x|1x;; ,-.,X”)AB =

(11)
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kde fo*“(*) je aktualizovana sdruzena hustota pravdépodobnosti charakteristik © s uvazenim
vysledki zkousek. Vzhledem k tomu, Ze sumace ve jmenovateli vztahu (11) se provadi pfes
cely defini¢ni obor ©, lze po limitnim pfechodu A® — 0 zapsat vztah (11) jako:

f,'(0) i £'(x[0)
fo'' (O], %)%, )= 1_'[ — = C(x, %000, ) e)ﬂt( o) (12)
Jo' @) Tr(x ke

kde C je konstanta normalizujici hustotu pravdépodobnosti fa*(+). Z posteriorni hustoty fg"(*)
(12) se integraci ziska aktualizované hustota pravdépodobnosti vySetfované vlastnosti:

v)= [f(xfe)fe" ()E (13)

a aktualizovana distribuéni funkce:
F"(x) = P(X <x)= Jf" )«h—IF E)F,"(E)e (14)

Hustota pravdépodobnosti (13) a distribu¢ni funkce (14) popisuji aktualizované rozdéleni
pravdépodobnosti vySetfované veliiny vyplyvajici z pfedchozich znalosti a vysledku
zkousek.

KONJUGOVANA ROZDELENI

Hodnoceni vlastnosti materialu zalozené na vztazich (12) az (14) maze byt vypocetné
naroéné [5], a to piedevdim pii vétsich dimenzich vektoru ®. Proto se pii praktickych
aplikacich ve stavebnictvi nejéastéji pouzivaji konjugované rozdéleni f°(+) a fo'(+) [3.5,18],
pro ktera se integrace ve vztahu (12) provede v uzavieném tvaru.

Konjugovana rozdéleni se v inzenyrskych aplikacich pro svou jednoduchost pouzivaji
vzdy, pokud nejsou k dispozici zadné podklady pro stanoveni sdruzené hustoty fg*(*) [18].
Pokud jsou viak k dispozici data naznatujici vhodnost jinych rozdéleni, maji se tato rozdéleni
pouzit bez ohledu na vypocetni komplikace [18].

Pfi praktickych aplikacich se obvykle uvazuji dvé nahodné charakteristiky ® - prumér
m*' a smérodatna odchylka s°*. Pro m* se uvazuje primérnd hodnota m* a variaéni koeficient
v(m*), pro s*primérné hodnota s* a varia¢ni koeficient v(s*). Varia&ni koeficienty v(m") a v(s*)
mohou byt zndmy z piedchozich zkudenosti, nebo se stanovi z nasledujicich vztahi [2,3]:

vim*) = vt /Nn', v(s*) = 1/V@2V) (15)

kde n* ozna¢uje hypoteticky rozsah souboru pro uréeni priméru m* a v hypoteticky pocet
stupiiti volnosti s*. Vstupni parametry v(m®) a v(s*) (nebo alternativné »n* a V') se ¢asto stanovi
na zdkladé expertniho odhadu nebo informaci v dostupné literature (viz oddil 5).

Pokud se pro apriorni rozdéleni veli¢iny X uvazuje normalni rozdéleni, je vyhodné
popsat apriorni hustotu pravdépodobnosti charakteristik m* a s* v nasledujicim tvaru [3.7]:

O_*(I'“‘M!IJ”,_#[|.I\I:+”l(“7r"‘]:] R i 2 ot g .'I

fo'(u,0)=- = Cg W+ +itnllg (16)

.[I (1+v'+8(n’ ” [I s an'( - m] ]do.d,tl

- )
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kde u a opredstavuji hodnoty charakteristik m* a s* a 8(n) je funkce definovana nasledujicim
zpusobem: 8(n" =0)=0; 6(n* > 0)=1 (n* <0 zde nema vyznam). Za téchto pfedpokladi ma
posteriorni hustota pravdépodobnosti fe*(+) (12) stejny tvar jako apriorni hustota ve vztahu

(16), avSak misto apriornich m‘, s*, n* a v* se uplatni posteriorni parametry ziskané ze vztahi
[3.4,7]):

n=n+n
V'=v+ vV 4+ 8(n) (17)
m*=(mn+mn’)/n’
s"i=(vs+ v e tvamitn mion m"?y /v

Vypocet vztahu (12) se tedy zjednodusi na vy¢isleni posteriornich charakteristik podle (17).

Aktualizovana hustota pravdépodobnosti *(+) a distribuéni funkce F*(*) se ziska ze vztahl

(13) a (14). Kvantil se opét odhadne prostfednictvim Studentova f-rozdéleni podobné jako ve
vztazich (2) a (3), avak s vyuzitim aktualizovanych charakteristik m*, s, n** a v*:

xp=m*+ qp, vON(1 + 1/n*) 5 (18)

Pokud se pro apriorni model veli¢iny X uvazuje lognormalni rozdéleni s pocitkem

vnule a hustota pravdépodobnosti charakteristik fo'(*) podle (16). lze svyhodou vyuzit

skute¢nosti, Ze veli¢ina ¥ = In|X] ma normalni rozdéleni. Primér A a smérodatna odchylka ¢
veli¢iny Y se stanovi ze vztahi:

A*=1In(m*)-0,5 In[1 + ('\-")2]: ¢ =V{In[1 + (1-"_)2]}

ZIn(xf)
n

(19)

Podobné jako pro normélni rozdéleni se s vyuZitim parametri n, v, n° a V' ze vztahu (17)
odvodf aktualizované charakteristiky A, ¢“, n* a v* [7] a kvantil se odhadne ze vztahu:

1 P 'y o
xp:() *gdp,v JV“+1"}5 (20)

Poznamenejme, Ze pfi dlouhodobych sledovénich se mize ukdzat. e smérodatnou
odchylku s* lze povazovat za znamou (a tudiz deterministickou). V takovém pfipadé plati
v(s*) = 0a v — o (15) a také ¢(p;+o0) = up. Vztahy (18) a (20) Ize tedy piepsat jako:

5 == RS (Tog T = ATVl + 1™ &
Xp=m" +upN(1 + 1/n) s x, =¥ T (21)

Pii dlouhodobych sledovanich miize vy$etiovana velicina X vykazovat konstantni
variaéni koeficient v¢, ktery muize byt povazovdn za zniamy. O priméru m' se déle
predpoklada, Ze je ndhodna velitina se znamym priimérem m* a variaénim koeficientem
v(m®). Pokud se pro apriorni model X' pouzije lognormalni rozdéleni s po¢atkem v nule s
parametry 1° a £, tak ze vztahu (19) plyne, Ze parametr ¢ = V[In(1 + v**)] je deterministicka
veli¢ina. Primér a smérodatnd odchylka parametru 1° = In(m*) = 0,5 In[1 + v**] se piiblizné
stanovi ze vztahi:

my = In(m*) = 0,5 In[1 + v(m*)*] - 0,5 In[1 +v2]; 5, = V[In(1 + v(m‘)z)] (22)

Pokud lze parametr A popsat normalnim rozdélenim N(my, s2). pak ma posteriorni hustota
pravdépodobnosti fo*(*) opét normalni rozdéleni, aviak s parametry m;-a s; [18]:
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2
m ;-I—.s‘x{. In(m)
_ : = 2
My = e VS = (23)
4 2
248,
n

Aktualizovana hustota pravdépodobnosti f(+) a distribuéni funkce F*(+) se ziska ze vztahu
(13) a (14) suvazenim hustoty pravdépodobnosti a distribuéni funkce lognormélniho
rozdéleni s parametry A* a £*.

V tomto oddilu jsou uvedeny pouze zdkladni druhy konjugovanych rozdéleni, ktera se
obvykle pouzivaji k popsani vlastnosti stavebnich materialii. Dal3i druhy jsou uvedeny napf.
v knihach [6,18,19]. Poznamenejme, Ze pokud nelze popsat veli¢inu X a jeji parametry ®
konjugovanymi rozdélenim, je nezbytné vztahy (12) az (14) vy&islit numericky. V nékterych
pfipadech vsak mize byt obtizné dosahnout pfijatelné pfesnosti béznymi postupy [5] a je
nutné vyuzit specialni simula¢ni metody jako napf. Markov Chain Monte Carlo Simulation
nebo Importance Sampling [19,21].

NUMERICKY PRIKLAD

V piedchozich oddilech se provadi teoreticky rozbor aktualizace modelu vlastnosti na
zaklad¢é materidlovych zkousek. Popsané postupy se v tomto oddile ndzorné ukazi na piikladu
stanoveni charakteristické a navrhové hodnoty meze kluzu oceli.

Zadani

Ovétuje se spolehlivost prvku, ktery je sou¢asti ocelové konstrukce vybudované v 70,
letech 20. stoleti. Cilem rozboru je na zékladé dostupnych dat stanovit charakteristickou a
navrhovou hodnotu meze kluzu konstrukéni oceli.

Charakteristicka hodnota xi se v souladu s CSN EN 1990 [8] uvazuje jako 5% dolni
kvantil pfislusného rozdéleni pravdépodobnosti, p, = 0,05. Navrhova hodnota x4 se stanovi
jako dolni kvantil, ktery odpovida pravdépodobnosti pg=P(X < x4 )= 1,2x107 [8,20].

Predpoklada se, Zze pfi hodnoceni existujici konstrukce je k dispozici plvodni
projektova dokumentace, z které vyplyva, Ze nosny prvek je z oceli tiidy $235. Z rozsahlych
pravdépodobnostnich analyz vlastnosti konstrukénich oceli vyrabénych v Ceskoslovensku a v
Ceské republice [11,12,13] se stanovily nasledujici statistické charakteristiky meze kluzu
oceli tFidy S235:

m' =294 MPa: v’ = 0.1 (24)

Poznamenejme, Ze podobné tdaje lze stanovit i z podkladii JCSS [7], kde se viak uvadi
ponekud niZsi variatni koeficient, v*= 0,08, Uvazovand hodnota 0,1 mize byt tedy
v nékterych pfipadech ponékud konzervativni. Pro apriorni model meze kluzu se dale uvazuje
normalni nebo lognormalni rozdéleni s po¢atkem v nule (znaceno LNO).

V Tab. 1 se uvddi orientaéni charakteristiky pro apriorni modely vybranych
zakladnich veli¢in, pfesnéjsi hodnoty se uvadéji napf. v dokumentu JCSS [7]. Poznamenejme,
Ze charakteristické hodnoty se obvykle uréi z platnych normovych piedpisi.
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~_Tab. 1. Orientacni charakteristiky apriornich modeli.

Charakteristicka Prumér Variacéni
Veli¢ina Rozdéleni o
hodnota m' koef. v*
Pevnost ) fi
,fck LNO, N “"_'—C—I 0,1-02
betonu v tlaku 1-2v
Mez
kluzu fu
Sk LNO, N el 0,05
betonarské ' 1=2v
vyztuze
Mez
kluzu _ f, 0.08 —
.I\Ik LNO~ N =
konstrukéni ' 1-2v' 0.12
oceli
Stalé
o 8k N £ 0.1
zatizeni
Uzitné Gum,
. . qk 0.25(]k 0,8
zatizeni gama

Gum zna¢i Gumbelovo rozdéleni maximalnich hodnot [4].

Dokument JCSS [7] doporuéuje pfi pouziti Bayesovského postupu povazovat apriorni
informaci uvedenou v Tab. 1 pro konstrukéni oceli za relativné .silnou”, To popisuje vysoka
doporutend hodnota hypotetického poétu vzorkii n* = 50, na zdkladé kterych se stanovil
primér m*. Zde se pii dal§im vypoétu uvazuje konzervativné n* = 5.

Pro variaéni koeficient apriorni smérodatné odchylky v(s*) pro pevnost betonu v tlaku
doporucuje dokument ISO 2394 [2] hodnotu 0,3, kterd je dale (opét konzervativng) uvazovéna
pro vySetfovanou mez kluzu oceli $235. S uvaZenim charakteristik (24) plyne ze vztaht (15):

v(im*) = 0,0447; v =5 (25)
Poznamenejme, Ze hypoteticky pocet stupiiti volnosti V¢ smérodatné odchylky s* je
zaokrouhlen dolti na celd &isla.
Apriorni informace jsou doplnény malym poétem zkousek. n=3a v=n—1 =2:
x) =275 MPa, x; =261 MPa, x; = 313 MPa (26)
Ze vztaha (1) vychézi:
m =283 MPa, s =26.9 MPa, v=0,0951 (27)
Z numerickych hodnot (27) se zd4, Ze mez kluzu zkouSené oceli dobie odpovida apriornimu
modelu. V pfipadé pochybnosti by se statistickymi postupy méla ovéfit hypotéza, ze zkouseny
materidl pochazi ze zakladniho souboru popsaného apriornim modelem. Tzv. testovani
hypotéz je podrobné vysvétleno ve skriptech [10].
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Odhad kvantili podle EN 1990 [8] a kvantily teoretického modelu

Nejprve se odhadnou kvantily na zikladé vysledka zkousek podle dokumenti [1.8].
Za predpokladu normélniho rozdéleni ze vztahii (2) a (3) pro charakteristickou a navrhovou
hodnotu plyne:

xn = 283x[1 + t;,(O,US;"_)\f(I +1/3)x0,0951] = 283x[1 —3,37x0,0951] = 192 MPa
xgn = 283x[1 + q,{U.GOlE;?.)\/(] + 1/3)x0,0951] = 283%[1 —23,5x0,0951] = -350 MPa (28)

Ukazuje se, Ze pii malém poétu zkoudek nelze navrhovou hodnotu uréit s vyuzitim vztaht (2)
a (3). V uvazovaném piipadé se navrhova hodnota stanovi s vyuzitim diléiho soucinitele

XaN = Xak / Ym =192/ 1,15=167 MPa (29)

Pro rozdéleni LNO se kvantily odhadnou ze vztahu (4):

Xy = 283 e 3,37 140,091 -0,51n(14+0,0051%) _ 206 MPa _—

=3 _'_'* 9512 -0 51n{1+0,00517
Xono = 783 x e 23,54/ In{140,0051% -0, 51n{1+0,0051 _}: 30 MPa

Charakteristickd hodnota pro rozdéleni LNO vychazi vy3si nez pro normalni rozdéleni. Tato
skutednost je zptisobena tim, Ze rozdéleni LNO je definovano pouze pro kladné hodnoty a ma
kladnou &ikmost. Jeho hodnoty jsou proto v porovnani s normalnim rozdélenim vychyleny
doprava (smérem k vy3$3im hodnotam). Opét se ukazuje, Ze v tomto piipadé nelze navrhovou
hodnotu stanovit na zakladé tii zkoudek a je potieba vyuZit souCinitel yy:

XaN = Xgk / ¥mn = 206/ 1,15=179 MPa (31)

Pokud jsou k dispozici dostatedné a vérohodné predchozi informace a nevznikaji
pochyby o skute¢nych vlastnostech vySetfovaného materialu, lze kvantily odhadnout pfimo
z apriornich modelt. Tento postup se v3ak vyuziva spiSe vyjimecné, napf. pokud jsou znamé
vysledky predchozich zkousek materidlu a je mozné vyloudit zménu vlastnosti béhem
provozu konstrukce. Ze vztahti (5) a (6) vyplyva:

Xkn = 294 + 1 05x0,1x294 = 294 + (-1,645)x29,4 = 245 MPa
xan = 294 + uy 2,03%0,1x294 = 294 + (-3,040)x29,4 = 204 MPa (32)

— 794 615m{+017 0. sm(+02) _ 548 Mpg

XyLNo
N 29407_1,lJ40JI7nm-0.5In(l+l'l‘]") — 216 MPa
S vyuzitim dil¢iho souéinitele yy, vychazi:

Xgn =245/ 1,15 =213 MPa; xq.n0 =248/ 1,15 =215 MPa; (33)

Z vysledkii (32) a (33) je opét patrné, Ze kvantily rozd€leni LNO jsou vyssi nez u
normélniho rozdéleni. Vyznamnéjsi rozdil (6 %) je predevdim mezi navrhovymi hodnotami
stanovenymi podle vztahii (5) a (6).

Odhad kvantili prostfednictvim Bayesovského postupu

V predchozi &asti se ukazuje, Ze kvantily stanovené z apriorniho modelu jsou
vyznamné vy$di nez odhady kvantilii stanovené zmalého poctu zkousek. V takovémto
piipadé tedy mize byt vyhodné vyuzit Bayesovsky postup. Nejdfive se uvazuje normalni
rozdéleni veli¢iny X a hustota pravdépodobnosti charakteristik m* a s* podle vztahu (16). Ze
vztaht (17) se stanovi aktualizované parametry:

nm=3+5=8
V'=24+5+1=8 (34)
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m” = (283x3 + 294x5) / 8 = 290 MPa
s =[(2x26,9% + 5x29.4* + 3x283% + 5x293,8> — 8x289,7°) / 8] = 27,3 MPa

Na Obr. 2 jsou naznaceny hustoty pravdépodobnosti — apriorni {*(x|m",s"), posteriorni
f**(x|m*,5%) stanovené integraci podle vztahu (13) a normdlniho rozdéleni fiy(x|m*,s*).

0,015
f(.\') '.N(.T|m“,$“)

o T tx;(x‘nrﬂ"s.“)

0,01 —

0,005

N

200 250 300 350

0

xv MPa
Obr. 2. Apriorni a posteriorni hustoty pravdépodobnosti.

Obr. 2 naznacuje, Ze posteriorni hustota pravdépodobnosti f“(x|m*,s*) nema normalni
rozdéleni, které se predpoklada u apriorniho modelu.
Ze vztahu (18) a s vyuzitim souéinitele spolehlivosti v, se odhadnou kvantily:

Xk =290 + ¢,(0,05:8)V(1 + 1/8)x27,3 = 290 — 1,86(1 + 1/8)x27,3 = 236 MPa
X4 =290 + g{0,0012;8)V(1 + 1/8)x27,3 =290 — 4,37V(1 + 1/8)x27,3 = 163 MPa  (35)
xa=236/1,15=205 MPa

Z vysledk (35) je patrné, ze navrhova hodnota stanovena z aktualizovaného modelu
se mize vyznamné liSit od hodnoty ur¢ené prostfednictvim souéinitele 3, V takovychto
piipadech je dulezité obezietné uvazit, ktera hodnota se pouzije pfi hodnoceni konstrukce.
V uvazovaném pripadé se zda, Ze hodnota 205 MPa poskytuje lepsi odhad skuteéné navrhové
pevnosti, Hodnota stanovend zkvantilu Studentova t-rozdéleni miZe byt pomémé
konzervativni vzhledem k malém poctu stupni volnosti, v*= 8. Poznamenejme, Ze
charakteristickd hodnota stanovend Bayesovskym postupem je o vice nez 20 % vy33i nez
charakteristickd hodnota stanovena na zakladé zkousek.

Na Obr. 3 je znazornéna zavislost charakteristické hodnoty xx na wvariaénim
koeficientu apriorni smérodatné odchylky v(s‘), ktery je v pfikladu uvazovan ponékud
konzervativné hodnotou 0.3 doporuéenou pro pevnost betonu v tlaku.
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Obr. 3. Zavislost Obr. 4. Apriorni a
charakteristické heodnoty Xxx na posteriorni hustota
varia¢nim koeficientu v(s'). pravdépodobnosti parametru A.

Obr. 3 naznacuje, ze hledany kvantil se pro n* = 5 pfili§ s variaénim koeficientem smérodatné
odchylky v(s*) neméni (zmény kolem 5 %). Podobny zavér plati v uvazovaném piipadé
ziejmé pro n* > 1. Pro n* = 0 je naopak zévislost na v(s') vyznamna a odhad kvantilu se muze
lisit az o 20 %.

Pokud se pro apriorni model vySetfované vlastnosti predpoklada rozdéleni LNO, pak
se nejprve vycisli ze vztahu (19) charakteristiky transformované veli€iny ¥:

2*=1n(294) - 0,5 In[1 + (0,1)*] = 5,678; £* = {In[1 + (0,1)’]} = 0,10
In(275)+1n(261)+In(313)

A B =5,642;
— , 1 (36)
. |[In(275)-5,645] +[In(261)-5,645] +[In(313)-5.645] "
5 = ‘7 = “,0(}3:\
Ze vztahu (17) vyplyva:
n"=3+5=8
VE2+5+]1=8 (37)
A7 = (5,642x3 + 5,678x5) / 8 = 5,665
& =\[(2x0,0935 + 5x0,0998% + 3x5,6427 + 5x5,678" — 8x5,6645%) / 8] = 0,0933
Kvantily se odhadnou ze vztahu (20):
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X = e>0645+ qLO.05:8IN(1 +1/8)0,0033 _ ,5.6645 ~ 1.86V(1 + 1/8)0.0933 — 54() MPa

Xg= t):'a,ﬁn-ts + g 0,0012,8)0(1 + 1/8) (0,0033 _ Es,r_m-ts -4 37V(1 + 1/8)0.0933 _ 187 MPa (38)
xg=240/1,15=209 MPa

Pokud lze variaéni koeficient v* povazovat za konstantni (v pfipadé dlouhodobych
sledovani) a apriorni rozdéleni veli¢iny X je LNO, odhadnou se apriorni charakteristiky
priméru transformované veli¢iny ¥ ze znamého priméru m" a jeho variaéniho koeficientu
v(m*) podle vztahu (22):

my = In(294) — 0,5 In[1 + 0,0447°] — 0,5 In[1 + 0,1°] = 5,677;

s, = \[In(1 +0,0447%)] = 0,0447 (39)

Parametr £ je deterministicka veli¢ina:
¢ =\[In(1 +0.1%)] = 0,10 (40)

Pro normélni rozdéleni parametru A, N(m;*.s;"), ma posteriorni hustota pravdépodobnosti
opét normalni rozdéleni s parametry m;* a s;” podle vztahl (23):

5,677 210 10,0447 In(283) 0.0447° %10
. 031 0’ =5665 &,"= |=0m 3 -00353 (41)
= + 0.0447£ (4 . 0104472

Aktualizovana hustota pravdépodobnosti f*(+) a distribuéni funkce F*(+) se ziska ze vztahl
(13) a (14) suvazenim hustoty pravdépodobnosti a distribuéni funkce lognormalniho
rozdéleni s parametry A< a ¢*. Obr. 4 ukazuje apriorni a posteriorni hustotu pravdépodobnosti
parametru A (obé normalni rozdéleni).

7 aktualizované distribuéni funkce meze kluzu lze stanovit charakteristickou a
navrhovou hodnotu:

xi =242 MPa; x4=209 MPa; x4=242/1,15=211 MPa (42)

V tomto piipadu se ukazuje, Ze ndvrhova hodnota stanovend z distribuéni funkce se
piiblizné shoduje s ndvrhovou hodnotou urenou s vyuZitim souinitele y. Charakteristicka
hodnota se lisi pouze nepatrné od hodnoty stanovené pro predchozi variantu vypoctu, kde se
uvazovala apriorni hustota pravdépodobnosti charakteristik @ podle vztahu (16).

Porovndni odhadu kvantila
V piedchozich ¢astech je uveden vypocet kvantilii vychazejici z riznych predpokladi.
V Tab. 2 se porovnavaji stanovené charakteristické a navrhové hodnoty.

Tab. 2. Stanovené charakteristické a navrhové hodnoty v MPa.

Lognormélni
Normalni rozdéleni
rozdéleni X s pocatkem v nule
. Lo X
Varianta vypoctu %4 %
(teoret Xk / (teore Xk /
Xk ; Xk Y
1. Vo eie. %
mod. ) mod. )
9
Ze zkouSek (EN 1990) g‘ - 167 206 - 179
Kvantil apriorniho 24 204 213 248 216 215



rozdéleni 5
o ) 4
Apriorni hustota @ A3 163 206 240 187 209
podle (16) 6
dpan s - > - 242 209 211

koeficient v°

Z Tab. 2 je patrné, 7e odhady kvantilii stanovené na zdkladé ti zkousek mohou byt
znaéné konzervativni v porovnani s odhady stanovenymi prostfednictvim Bayesovského
postupu. Naopak stanoveni kvantilu pouze s vyuzitim apriorniho rozdéleni miize vést k mirné
nadhodnocenym odhadtm. Pfi vypoétu navrhové hodnoty na zakladé Bayesovského postupu
je dale potiebné rozhodnout, zda je vhodné pouZzit teoreticky model nebo souinitel ym.
Obvykle se pfi malém poétu zkousek doporutuje stanovit navrhovou hodnotu jako podil
charakterické hodnoty a souéinitele y,.

ZAVERY

Stanoveni charakteristickych a navrhovych hodnot vlastnosti materidlt je dalezitym
krokem hodnoceni spolehlivosti existujicich konstrukei, pfi kterém se uplatiuji ruznc
pravdépodobnostni  postupy. Poznatky o vlastnostech materidlu se ¢asto ziskavaji
prostfednictvim omezeného poétu zkouSek — maly pocet zkoudek viak mize vést ke znacnym
statistickym nejistotdm a nasledné ke konzervativnim odhadim charakteristické, nebo
ndvrhové hodnoty. Proto je vhodné vyuzit apriorni (pfedchozi) informace o vlastnostech
materialu a tyto znalosti kombinovat s vysledky zkousek na zékladé Bayesovskych postupt.

V obecnych piipadech miize byt hodnoceni prostfednictvim Bayesovskych postupt
vypodetné naro¢né. Vyznamné zjednodudeni piindsi pouZiti tzv. konjugovanych rozdéleni. Pfi
pouziti Bayesovského postupu lze pii nizkém poctu zkousek a vérohodnych apriornich
informacich dosahnout vyznamného zvydeni charakteristickych nebo navrhovych hodnot
v porovnani s odhady zaloZzenymi pouze na vysledeich zkousek. Je viak potieba zdlraznit, Ze
nespravné apriorni informace mohou vést ke Spatnym posteriornim  (aktualizovanym)
modeliim a proto se pfi pouziti Bayesovskych postupti doporuéuje zvysena obezfetnost.

Numericky pfiklad stanoveni charakteristické a navrhové hodnoty meze kluzu oceli
$235 naznaluje, Ze odhady zalozené na riiznych apriornich modelech (normalni rozdéleni
nebo lognormalni s potitkem v nule) se navzdjem vyznamné nelidi. Obecné se vSak
doporuéuje kriticky zvazit, zda ma byt navrhova hodnota stanovena z charakteristické
hodnoty a soutinitele spolehlivosti materidlu ym, nebo zda ma byt stanovena piimo
7 aktualizovaného modelu vlastnosti. Ukazuje se, Ze pro piipad tfech zkoudek mohou byt
odhady kvantilti klasickymi statistickymi postupy zna¢né konzervativni v porovnani s odhady
stanovenymi aktualizaci apriornich informaci na zakladé Bayesovskych postuptl.
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