Regresni analyza
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Jednoducha regrese

Studium zavislosti jedné numericke veliCiny (méritelné na
spojité stupnici) na jiné numericke veliciné

1300
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1100+

Zkoumani existence vztahu |

Popis vztahu pomoci modelt *|

800

Odhad (predpovéd’ )

Ka I I b ra Ce lEI)O ZOIO 21|0 22|0 23|0 24|10 25|0 ZéO 27|0

Hledani optimalnich podminek



Plvod pojmu regrese

Francis Galton
zkoumani zavislosti vysky synu na vysce otcU

190 |

180 |

Y ... vySka syna
X ... vyska otce

170 |

160 F

150 k£,

yi=74 +O,58Xi X:176 y:176,6
y.-170,8=0,58 (x - 166 ) x = 156 y = 165



Regresni model
Yi =1 T &

/

stfedni hodnota proménné Y v bodé x ;

funkce proménné X chyba (ndhodna slozka)

projev vlivi v modelu neuvazovanych

Model regresni primky

Yi = :Bo +ﬂlxi T &






Odhad parametrui

Fitted Line Plot
nosnost = - 569,5 + 6,898 priimér

vyrovnana --t----------
hodnota

pozorovana
hodnota

nosnost

T T T T T T T T
190 200 210 220 230 240 250 260 270
prameér

pozorovana hodnota - vyrovnana hodnota = reziduum

minimum rezidualniho souctu étvercu



Metoda nejmensich ctvercl

Rezidualni soucet ¢tvercl (Cast variability zavisle proménné,
ktera neni vysvétlena modelem)

SR Ze _Z(y| Y) —Z(y| bO blx)

I=1 i=1
Hledani b, a b, tak, aby S byl minimalni
PSR _ OSR _
obg ob,

Normalni rovnice

Zyi = nbo + blzxi
> xiyi =bg D X +by > x¢



Odhad parametrui

b, = Y Xi¥i— 2 %2 Y
> ()’

2

X; Yi X Y; X
190 680 129200 36100
200 800 160000 40000
209 780 163020 43681
215 885 190275 46225
215 975 209625 46225
215 1025 220375 46225
230 1100 253000 52900
250 1030 257500 62500
265 1175 311375 70225
250 1300 325000 62500

% 2239 9750 2219370 506581




Vystup v Minitabu

Regression Analysis: nosnost versus prumér

The regression edquatior -

nosnost = - 569 + 5,90 prumér

Predictor Coef J5E Coef T P
Constant -569,5 309,88 -1,84 0,103
prﬁmér 6,895 1,376 2,01 0,001

3 = 99,9008 R-%q = 75,8% R-Sgadj) = 72,8%

Analysiz of Variance

S0urce DF a3 M3 F P
Fegression 1 250709 250702 25,12 0,001
Fesidual Error a 79541 9950

Total 2 330550



Graf regresni primky

Fitted Line Plot
nosnost = - 569,5 + 6,898 pramér

1300 - ) S 99,9008
R-Sq 75,8%
R-Sq(adj) 72,8%

1200 ~

1100 -

1000 ~

nosnost

900 A

800 A

700{ o

600 -

T T T T T T T T T
190 200 210 220 230 240 250 260 270
pramér

Nosnost svaru v zavislosti na prumeéru, Duncan (1965)



Primka prochazejici pocatkem

100 |-
80 [
L 60 ; Regression Analysis: pruhyb versus sila
5 |
= a0 The re ' ' i
L gresslion equatlion 13
I prihyh = 7,86 =ila
20
0k . . . , , , Predictor Coef | SE Coef T P
0 2 4 6 8 10 12 | Noconstant
sila sila 7,8571) 0,l138 £9,04 0,000
5 = 2,17124

Anialysizs of Wariance

Source DF 1] M3 F P
Fegression 1 22471 22471 47e6,67 0,000
Fezidual Error 5 24 5

Total B 22495

Urceni modulu pruznosti plastické hmoty, Hatle, Likes (1972)



Kvalita modelu, koeficient determinace

celkova variabilita proménné Y (celkovy soucet ¢tvercli) 4 2
. v Sy=Y.yi-¥)
1=1

variabilita proménné Y vysvétlena modelem (teoreticky soucet Ctvercu)

St=>.(Y;-¥)
i1

nevysvétlena ¢ast variability rezidualni soucet Ctvercl n 5
Sr=D.(yi—-Y)
=1

Plati
& S, =St +Sg
koeficient determinace
(model s konstantou) > St
R g hodnoty z intervalu <0;1>

y




Vystup v Minitabu

Regression Analysis: nosnost versus prumér

The regression edquatior -

nosnost = - 569 4+ 6,90 prumér

Predictor Coef SE Coef T 2
Constant -569,5 309,88 -1,84 0,103
prﬁmér 6,895 1,376 2,01 0,001

S = 99,9008 [R—Sq = 75,8% ] RE-3g(adi] = 72,8%

Analysiz of WVariance

S0urce DF a3 M3 F P
Fegreszion 1 250709 250702 25,12 0,001
Fesidual Error a 79541 9950

Total 2 330550




Kvalita modelu, smérodatna chyba
odhadu

Regression Analysis: nosnost versus prumér

The regression edquation i=

nosnost = - 569 + 6,90 pruamér

Predictor Coef SE Coef T 2
Constant -569,5 309,88 -1,84 0,103
prﬁmér 6,895 1,376 2,01 0,001

[s = gg,gnna] R-5q = 75,8%  R-3gladj) = 72,8%

Analysiz of WVariance

S0urce DF a3 M3 F P

Fegqression 1 250709 Z2L0702 25,12 0,001
l Fezidual Error o] ?9841' 9950

Total 2 330550



Odhad, predpoved’

Bodovy odhad pro prumér 220

Y=-569,5+6,898 220 =948,1

odhad stiedni hodnoty nosnosti pfi priméru 220

odhad nosnosti pfi pruméru 220

Predicted Walues for New Obserwvations

e

Obsz Fit] SE Fit 95% CI a5 PI
1| 94,1 32,0 (874,2; 1022,0) (706,2: 1190,0)



Fitted Line Plot
nosnost = - 569,5 + 6,898 pramér

Regression
95% CI
95% PI

99,9008
R-Sq 75,8%
R-Sq(adj) 72,8%

nosnost

T T T T T T T T T
190 200 210 220 230 240 250 260 270
pramér




Moznosti zlepseni modelu




Priciny nizké hodnoty koeficientu
determinace

Nevhodné zvolena vysvétlujici proménna

(zavislost neexistuje nebo je slaba)

Nevhodné zvoleny tvar modelu

(zavislost existuje, ale neni linearni)

Nejsou zafazeny v8echny dulezité vysvétlujici

promenneé

(je treba hledat dalSi proménne, které maji vliv na Y)



Neexistujici zavislost

Cena notebooku vs hmotnost

CeEna
22000 -
»
L
19000 1 . .
L
— < §
16000
2 ¢ »
13000
100001 T T T T
23 2.4 26 2.8 3
hmotnost

Y=16315+210x R?=0,0004



Nevhodny tvar modelu

Fitted Line Plot
draha = - 20,13 + 3,142 rychlost

140 - ° s 11,7687
L R-Sq 87,8%
R-Sq(adj)  87.6%

120 -

100 -

80 A

ra

60 -

40 -

20 A

rychlost




Dalsi modely linearni z hlediska
parametri

n=pG+pInx

1
n=p+0—

X
n =/ +181X+ﬂ2X2

n =/ +181X+182X2 +IB3X3

Modely po transformaci, napt. 7=,

Inn =In g, +XxIn g



Regresni parabola
n=PBo+Bx+Px°

jedna vysvetlujici proménna
v linearnim a kvadratickém tvaru
specialni pripad regresniho polynomu
ackoli regresni funkce obsahuje kvadraticky clen,
je linearni v parametrech

odhad parametri metodou nejmensich ¢tvercu



Regresni parabola

draha

140 -

120 -

100 -

80 -

60 -

40 ~

20 A

Y =1580+0,4161x + 0,06556%2

+ U, 00550 Irycniost™"2

° s 9,92696
° R-Sq 91,4%
R-Sqadj)  91,2%

zlepSeni R%z 87,8 % na 91,4 %

T T T T
10 20 30 40
rychlost

Y =bg +byx+b,x?



Nejsou zarazeny diilezité
vysvetlujici promeénn

Regression Analysis: spotifeba versus staFi

The regression equation is
gpotfeha = 6,96 + 0,243 stari

Predictor Coef BJE Coef
Constant 65,9595 0,5565 1
stari 0,2429 0,1015
4= 1,51398 B-3q = 17,5%

Analysis of Wariance

Jource DF 35
Fegression 1l 13,202 1
Besidual Error 27 62,297
Total 25 75,499

T
2,51
2,739

P

0,000
0,024

R-Sqfadi) = 14,4%

M3
3,202
2,307

F F
5,72 0,024

Y =6,9595 +0,2429x,

R%2=17.5%

V 4

) 4

Regression Analysis: spotfeba versus stafi; obsah

The regression equation is

gpotfeba = 0,756 + 0,200 3tafli + 0,00337 obsah

Predictor Coef SE Coef T P
Constant n,7558 0,5736 1,32 0,199
Staril 0,20013 0,0413z2 4,84 0,000
ohaah 0,0039693 0,0003375 11,76 0,000

3 =0,6l5675 B-3g = 86,9% B-53gladj) = 85,9%
Analysis of Wariance

Jource DF 33 Ju ] F P
Regression 2 65,643 32,822 86,52 0,000
Fesidual Error 26 0,855 0,379

Total 28 75,499

R% =86,9 %

Y =0,7559 +0,20013 x, +0,0039693 X,



Porovnani modeld s riznym
poctem parametri

Upraveny koeficient determinace

n-1
R5qi =1- (1-R%)——=
n-=p
. R2 adj = 14,4 % p... pocet parametrti modelu

X, X, R2adj=85,9 %



esty v regresnim modelu




Overeni existence zavislosti

model Vi = By + BX + &
t-test

Testovana hypotéza Hy: £, =0

(Y nezavisi na X)

Alternativni hypotéza H;: S, #0

(Y zavisi na X)



Postup pri t-testu

b;

:?bj)

smeérodatna chyba odhadu,
vyjadruje presnost odhadu

Testova statistika

Kriticky obor _
Woc :{t- |t|>t1—a/2}

Plati-li |t|>1t,_,/> , zamitneme H,.

t1_ /2 kvantil t-rozdéleni s (n - p) stupni volnosti,
n je rozsah vybéroveho souboru

p je pocet parametrd modelu (u pfimky p = 2)



Vyuziti p-hodnoty

P-hodnota ... pravdépodobnost, Ze pfi platnosti testované hypotézy H,
nabude testova statistika hodnoty svedcici jesté vice v neprospéch H, nez
vypoctena hodnota testové statistiky

Je-li p-hodnota mensi neZ o, Hy zamitneme na hladiné vyznamnosti «.

Vyhoda pouzivani p-hodnoty: Ihned vidime, jak silny ,, dUkaz” proti platnosti
H, mame.

0,0l1< p<0,05 slabsi dukaz
0,001< p<0,01 silngjsi diakaz
p<0,001 silny duikaz



Vystup v Minitabu

Regression Analysis: nosnost versus prumér

The regression edquation i=

nosnost = - 569 + 6,90 pruamér

Predictor Coef SE Coef T 2
Constant -569,5 309,.8 §-1,84 0,103
prﬁmér 6,895 1,376 2,01 0,001

§ = 99,9008 R-Sq = 75,8%  R-Sgladi) = 72,8%

Analysiz of WVariance

S0urce DF a3 M3 F P
Fegreszion 1 250709 250702 25,12 0,001
Fesidual Error a 79541 9950

Total 2 330550



Overeni existence zavislosti

model Y, = [, + X+ LoX, + &
F-test

Testovana hypotéza H,: [, =4, =0

(Y nezavisi na zadné z vysvétlujicich proménnych)

Alternativni hypotéza H;: non H,

(Y zavisi alespon na jedné z vysvétlujicich proménnych)



Postup pri F-testu

Testova statistika = S
—-Pp

p — polet parametry (zde p = 3)
n — rozsah vybeérového souboru)

Kriticky obor Wy ={F: F>F_,}
Plati-li F>F_, , zamitneme H,.

F_, - kvantil F rozdelenis (p - 1) a (n - p) stupni

volnosti

a



Vystup v Minitabu

Regression Analysis: spotfeba versus stari; ohsah

The regression equation 1is
spotfeba = 0,756 + 0,200 stari + 0,00397 obsah

Predictor Coef S3E Coef T P
Constant 0,7559 0,5736 l,32 0,194
SLArl 0,20013 0,0d4132 4,84 0,000
ohaah 0,0039623 0,0003375 11,7a 0,000

5 = 0,615:876 F-3q = 86,93 E-3giad]j) = 85,93
Analysizs of Variance

Source DF 55 M5 F P
Eegression 2 6Bh,643 32,822 ) 86,59 0,000

FEeszidual Error =26 9,855 n,379

Total a9 75,4899



egresni diagnostika




Zkoumani vhodnosti tvaru
regresni funkce

Fitted Line Plot
proud_o = -105,7 + 17,44 prasnost_o
120 H S 5,43780
(] R-Sq 98,2%
100 R-Sq(adj)  98,1%
80
o
| [ ]
T 60
e
o
40
[ )
20
o
0 -
T T T T T T T
6 7 8 9 10 11 12
prasnost_o

Odlucovac popilku, opakovana data



Residual Plot
proud = -105,708 + 17,4394*prasnost

@
S
=
0
)
S

prasnost




Residual Plot
proud =-96,0775 + 16,5851 *prasnost

@
S
=
0
)
S

9 10 11
prasnost




Zkoumani vhodnosti tvaru regresni
funkce

Fitted Line Plot
proud = - 96,08 + 16,59 prasnost
100 - ° S 3,31370
R-Sq 99,2%
R-Sq(adj))  99,1%
80 -
°
60
©
=}
o
o
40 1
20 A
O - T T T T T T T
6 7 8 9 10 11 12
prasnost

Kalibrace filtru v odlu€ovaci popilku, Vanék




Volba jiné regresni funkce

Fitted Line Plot
proud = - 28,95 - 0,363 prasnost
+ 1,006 prasnost**2
100 ~ P S 2,22604
R-Sq 99,7%
R-Sq(adj)  99,6%
80 H
°
< 607
=]
2 °
o
40 ~
20 A
O 1 T T T T T T T
6 7 8 9 10 11 12
prasnost




Residual Plot

]
S
=
7
[}
S

9 10 11
prasnost




Ovéreni predpoklad{ o nahodné
slozce

o Konstantni rozptyl (homoskedasticita)
e Nezavislost

e Normalita

Dusledky zanedbani predpokladu vliv na
. presnost odhadu
 na spolehlivost intervalového odhadu

. zavéry t-testu a F-testu



Residual Plot
proud = -105,708 + 17,4394*prasnost

residual

prasnost




Heteroskedasticita

o Zjistovani heteroskedasticity
 Grafy rezidui

« Testy (Bartlett, Levene, Glejser, Goldfeld-Quandt,

Breusch-Pagan, ...)
e Opatreni
- Transformace, napr. logaritmicka

. VdZena metoda nejmensich ¢tvercd



Autokorelace

ztraty

Fitted Line Plot
ztraty = 50,44 + 4,249 rok
+ 0,2311 rok**2

4501 s 10,4268

R-Sq 99,1% . s
E nsag) 9o Graf rezidui
350
300
250 - Residuals Versus the Order of the Data

(response is ztraty)
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-20
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a1
Residual

-30

Ztraty pri vyrobé vody v letech
1953 - 1983’ Zvéra (1989) 2 4 6 8 10 120b51:rv;iinésr3derzo 22 24 26 28 30

Durbin-Watsonuyv test

Durhin-Watson statistic = 0,3505393



Fitted Line Plot
wroba = 327,7 + 20,31 rok
+ 0,7519 rok**2

s 15,1551
R-Sq 99,9%
R-Sq(adj)  99,9%

Residuals Versus the Order of the Data
(response is wroba)

Residual

T T
4 6 8

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Observation Order

Durbin-Watzon statistic = 0,0808722




Autokorelace

Fitted Line Plot
ztraty = - 42,34 + 0,2633 wroba

400 - S 9,26088 Residuals Versus the Order of the Data
R-Sq 99,3% (response is ztraty)
R-Sq(adj)  99,3% 20 1

300 A

1 Jo A

.10
100 A

-
=
=

-204

vvvvvvvvvvvvvvv

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
0 Observation Order

T T T T T T
500 750 1000 1250 1500 1750
vyroba

Darhin-Watson statistic = 1,08188

Zavislost ztrat na vyrobé vody, Zvara (1989)

Opatreni: transformace (Cochran — Orcutt)



Longitudinalni data

Specialni pfipad zavislosti (kromé autokorelace jesté zavislost
pozorovani nalezejicich stejné jednotce)

Degradace solarnich ¢lanku, Kenett, Zacks (1998)

Linearni model s nahodnymi efekty



Nespineny predpoklad normalniho
rozdeleni

Normal Probability Plot of the Residuals
(response is ztraty)

Percent
o
o

Residual

Testy normality: napf. Shapiro-Wilk

Opatreni:

Transformace

Zobecnény linearni model (gama model, logisticka regrese)



Odlehla a vlivha pozorovani

Fitted Line Plot
nosnost = 285,5 + 2,958 pramér

1300 A ) S 164,489
R-Sq 27,5%
R-Sq(adj) 19,4%

1200 ~

1100 -

1000 ~

nosnost

900 A

800 A °

700 A

600 -

T T T T T T
200 220 240 260 280 300
pramér

Nosnost svaru, pridano (300;900)



Disledky pritomnosti vlivhého

pozorovani

S
R-Sq
R-Sq(adj)

0,0886433
5,2%
0,0%

Fitted Line Plot Fitted Line Plot
y = 0,1962 + 0,000811 body_wt y = 0,1330 + 0,2346 dose
0,61 s 0,0899863 0,61
° R-Sq 2,3% °
R-Sq(adj) 0,0%
0,51 0,5
[ ] [ ]
[ ]
> 0,4- ° > 0,4-
[ ] [ ]
° [ ] [ ] ° [ ] [ ]
[ ] ® [
[ ] []
0,31 L 0,31
° [ ] [ ] ° [ ] [ ]
[ ]
[ ] [ J [ ]
0.21 T .I T T T T T 0,21 T .I T T T T T
140 150 160 170 180 190 200 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00
body_wt dose




Regression Analysis: y versus dose

The regression equation is
v = 0,133 + 0,235 dozse

Predictor Coef SE Coef T P

Constant 0,1330 0,2109 0,63 0,537
dose 0,2z346 0,2435 (0,96 0,348

= 0,0886433 R-3q = 5,2% R-3gladj) = 0,0%

Tm=ual Obserwvations

Obz dose v Fit 3E Fit PResidual 35t Resid
3 1,00 0,500 0,3676 0,0393 0,1924 2, 22R

F denotez an obserwvation with a large standardized residual.




Regression Analysis: vy versus body_wt

The regression equation is
¥ = 0,19 + 0,0003]1 body wt

Fredictor Caeft SE Coet

Conatant 0,196z 0,2216 _0
body wt 0,000811 0,001z286 [0

0,089958673 B-53g = 2,3% R-Gg(ad])

Trmisual Obhserwations

Obs body wt v Fit 3E Fit EResidual 3t Resid
3 lag  0,5&600 0,3502 00,0315 0,20938 2,49R

F denotes an obserwvation with a large standardized residual.




Regression Analysis: y versus hody_wt; dose

The regression equation 1is
¥ o= 0,286 - 0,0204 body wt + 4,13 dose

Predictor Coef 2E Coet T P
Constant 0,2855 0,1213 1,49 0,155
body wt -0,020444  0,00%838 [-2,61 0,019
dose 4,125 1,506 2,74 0,015

A = 0,07a85330 F-53q = 33, 5% B-3glad]j) = &£5,1%

Ttmisual Obhserwations

Obz body wt i Fit 3E Fit FEesidual 35t Resid
3 130 00,5600 0,5264 0,0697 0,0336 1,068 X

X denotes an obserwvation whose X vwalue giwves it large influence.




Regression Analysis: y versus body_wt; dose

hez 3. pozorovani

The regression equation is

¥ = 0,332 - 0,0044 body wt + 0,35 dose

Predictor Coef 5SE Coet
Constant 0,3320 0,1954
body wt -0,00444 0,01693
dozse a,a75 3,400

A = 0,0780£13E B-Gg = 0,5%

Analysiz of WVariance

Source DF a5
Fegression 2 0,0004=23
Fezidual Error 15 0,0871358
Total 17 0,0587561

T

F

-0,26 0,797
0,26 0,300

F-dglad])

Ma
0,000£211
0,005509

= 0,0

F
0,04

L

=

P
0,964



pecialni vyuziti




DOE - Odezvové plochy
hledani optimalnich podminek

= /Bo "':lei "‘:Bzxz "'/812)(1)(2 +:B11X12 ""/822)(22 T&

Surface Plot of y vs x2; x1

Chutnost kolacCe v zavislosti na dobé a teploté peceni, Weisberg (2005)



Plot of Fitted Model

80 = (-6,0889 + 1,42606*prasnost)*2

10,5418 (9,94168;11,1846)

11

12




